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PREFACE 


马尔 可 夫 过 程 是 在 任 一 时 刻 具有 马尔 可 夫 性 的 随机 过 程 。 本 
书 所 要 研究 的 马尔 可 夫 骨 架 过 程 ,是 指 在 一 系列 固定 或 随机 时 刻 
具有 马尔 可 夫 性 的 随机 过 程 ,自然 包括 马尔 可 夫 过 程 为 其 特例 。 

严格 说 来 ,任何 系统 的 发 展演 化 均 可 用 随机 过 程 来 刻画 。 因 
此 , 自 随 机 过 程 的 概念 诞生 以 来 ,各 种 各 样 的 模型 不 断 涌现 ,理论 
和 应 用 都 得 到 迅猛 的 发 展 ,从 事理 论 研 究 和 实际 应 用 的 队伍 在 迅 
速 增加 。 随 机 过 程 的 研究 大 都 集中 在 两 大 类 上 :一 类 是 描写 事物 
渐进 变化 的 “轨道 连续 过 程 ", 另 一 类 是 描写 事物 的 飞 路 与 突变 ( 质 
变 ) 的 * 跳 牙 过 程 ”。 然 而 ,事物 的 发 展 总 是 从 量变 到 质变 ,再 从 质 
变 到 量变 这 样 交替 发 展 变化 的 过 程 。 所 以 , 近 20 年 来 ,各 种 既 有 
连续 的 渐进 变化 又 有 瞬间 的 跳 路 的 混杂 系统 模型 的 研究 ,得 到 了 
众多 的 学 者 特别 是 应 用 随机 过 程 的 诸多 领域 (如 系统 建 模 , 随 机 控 
制 ,金融 保险 等 ) 学 者 的 关注 。1954 年 ,Lévy 和 Smith 将 一 惯用 (最 
小 ) 马 尔 可 夫 链 描写 事物 的 飞跃 与 突变 的 “跳跃 过 程 "发 展 成 半 马 
尔 可 夫 过 程 。1984 年 ,英国 学 者 Davis 成 功 地 提出 了 一 个 混杂 系 
统 模型 一 一 逐 段 决 定 马 尔 可 夫 过 程 。 这 类 过 程 后 来 得 到 了 较 深 入 
的 发 展 和 广泛 的 应 用 。 还 有 ,如 半 再 生 过 程 、. 逐 段 线性 过 程 、 马 尔 
可 夫 决 策 漂移 过 程 跳 线性 系统 以 及 时 滞 跳 线性 系统 等 均 是 近 20 
年 来 提出 的 混杂 系统 模型 。 尽 管 如 此 ,还 有 许 许多 多 属 混杂 系统 
方面 的 实际 问题 被 拒 之 在 外 , 除 半 马 尔 可 夫 过 程 和 和 逐 段 决定 马尔 
可 夫 过 程 外 ,其 余 模型 均 未 得 到 较 好 (更 不 用 说 充分 ) 的 发 展 。 有 
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鉴于 此 ,在 总 结 各 种 现存 混杂 随机 模型 的 基础 上 ,1997 FERRE., 
刘 再 明 , 邹 捷 中 提出 了 马尔 可 夫 骨 架 过 程 概念 , 它 几 乎 囊括 了 所 有 
现存 备 受 关注 的 混杂 系统 。 近 几 年 来 , 侯 振 挺 及 其 同事 们 对 这 类 
过 程 及 其 应 用 进行 了 一 系列 研究 。 更 可 喜 的 是 这 种 过 程 与 其 他 数 
学 分 支 与 其 他 学 科 相 结合 ,可 产生 一 系列 新 学 科 分 支 或 研究 方向 ， 
如 与 数学 生态 学 模型 相 结 合 产生 了 数学 生态 学 随机 模型 ,与 各 种 
(脉冲 ) 微 分 方程 相 结合 产生 了 随机 脉冲 (微分 方程 , 泛 函 征 分 方 
程 ) 理 论 , 与 孤 波 理论 相 结 合 产 生 了 随机 干扰 对 孤 波 影响 理论 ,与 
地 震 学 相 结 合 产 生 新 的 地 震 理 论 , 与 人 口 理论 相 结 合 产 生 新 的 人 
口 理论 等 等 。 本 书 就 是 我 们 对 马尔 可 夫 骨 架 过 程 及 其 应 用 研究 成 
果 的 总 结 ,其 中 大 部 分 还 都 是 第 一 次 发 表 。 但 是 ,还 有 许多 深层 次 
及 难度 较 大 或 很 大 的 问题 均 未 涉及 或 虽 有 涉及 但 还 未 能 整理 出 来 
以 收入 书 中 。 例 如 ,马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 条 件 概率 PC 1,4) = 
P(X(1)€ A1X(0) = х) t =0 的 性 质 ( 连 续 性 ,可 微 性 等 ), Р(х, 
1,4) 在 上 ~o 时 的 性 质 及 当 :一 时 的 各 种 收敛 速度 以 及 平稳 分 
布 , 这 些 问 题 的 研究 十 分 重要 而 且 有 相当 大 的 难度 ,就 连 马尔 可 夫 
链 中 的 最 简单 的 特例 一 一 (不 能 连续 流入 的 ) 生 灭 过 程 的 条 件 概率 
Pj(1) = P(X(t) = Ј1Х(0) = 1), 24 1 一 w 时 的 几 种 主要 收敛 性 ( 指 
数 收敛 . 强 收 敛 ,多项式 收敛 ) 还 未 研究 清楚 ;又 如 ,马尔 可 夫 上 骨架 
过 程 的 控制 理论 也 是 一 个 大 的 研究 方向 ;又 如 ,马尔 可 夫 骨 架 过 程 
与 拷 论 及 随机 分 析 的 联系 ,这 方面 工作 刚刚 开始 ;又 如 ,马尔 可 夫 
骨架 过 程 在 解 线性 和 非 线 性 微分 - 积分 方程 方面 的 应 用 ,这 是 一 
个 很 有 潜力 的 ,有 十 分 广阔 发 展 前 景 的 课题 ,这 方面 工作 也 是 刚刚 
开始 ;又 如 ,马尔 可 夫 骨 架 过 程 在 应 用 方面 非常 广泛 ,但 由 于 作者 
的 知识 面 所 限 及 成 书 时 间 人 仓促, 许多 应 用 领域 未 能 涉及 或 虽 涉及 
也 未 能 深 人 发挥。 所 以 ,马尔 可 夫 骨 架 过 程 有 十 分 丰富 的 内 涵 , 在 
应 用 上 有 广阔 的 发 展 前 景 , 这 块 新 园地 有 待 一 批 批 学 者 努力 耕耘 。 
如 果 本 书 能 起 到 引 玉 之 砖 的 作用 Г ЛС 

马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 提出 和 研究 属 开 拓 性 工作 ,个 中 艰辛 让 
人 难忘 。 令 人 鼓舞 的 是 ,我 们 自 始 自 终 得 到 了 王 寿 仁 、 梁 之 用 、 王 
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MARKOV SKELETON 
PROCESSES 


不 言 而 喻 ,马尔 可 夫 过 程 是 最 为 重要 的 一 类 随机 过 程 , 近 百 年 
来 在 众多 数学 家 的 努力 下 ,马尔 可 夫 过 程 在 理论 与 应 用 两 方面 都 
得 到 了 迅速 而 深入 的 发 展 ,所 谓 马 尔 可 夫 过 程 是 对 一 切 常 值 停 时 
有 具 有 马尔 可 夫 性 的 随机 过 程 .在 马尔 可 夫 过 程 的 研究 中 发 现 ,马尔 
可 夫 过 程 大 都 有 (可 以 看 出 或 稍 加 修正 或 通过 证 明 ) 更 强 的 马尔 
可 夫 性 ,而 且 这 个 子 类 才 真 正 有 极为 丰富 的 内 涵 . 基 于 此 ,又 引入 
了 强 马 尔 可 夫 过 程 的 概念 .因此 可 以 说 马尔 可 夫 过 程 的 研究 ,实质 
上 是 对 强 马尔 可 夫 过 程 的 研究 .对 于 这 类 过 程 的 研究 过 去 已 经 , 当 
前 正在 并 且 将 来 还 会 迅猛 的 向 前 发 展 .所 谓 强 马尔 可 夫 过 程 是 对 
一 切 停 时 具有 马尔 可 夫 性 的 (马尔 可 夫 ) 过 程 .在 现实 中 ,一 个 随 
机 过 程 是 否 是 马尔 可 夫 过 程 或 强 马尔 可 夫 过 程 往往 并 非 一 目 了 
然 ,而 且 有 许 许 多 多 随机 过 程 也 确实 不 是 马尔 可 夫 过 程 ,但 有 不 少 
过 程 (X,,t < c) ,它们 虽然 未 必 是 ( 强 ) 马尔 可 夫 过 程 ,但 却 很 容易 
看 出 存在 一 系列 停 时 0 = ro < т< yt, K г, PHE(X,) т, (п 
三 0) ЕАНУК. e E CX, ) 或 者 说 (r, ) 的 这 种 性 质 叫 做 性 质 
(H) .下 面 我 们 举 一 些 这 方面 的 例子 . 

Pll 设 (X,,t <+ om) 是 任 一 马尔 可 夫 过 程 . 

т=п (n= 0,1); 


Ш(т„,п > 0) 显然 有 性 质 (H). 


例 2 WN, < r) 是 最 小 齐 次 可 列 马尔 可 夫 过 程 ( 图 1). 
VÀ c, d Х, ЕН п ЕК, TE т, А т, (е, ,三 0) 
有 性 质 (H) . 


图 1 最 小 齐 次 可 列 马尔 可 夫 过 程 
B3 B(X, t < r) 是 Doob 过程 (图 2). 
Ит, RIRIA) п ККА, TE т, Ar, ER lrn > 01 
有 性 质 (H) ,其 中 X(t)(n > 1) 有 相同 的 分 布 . 


图 2 роь 
例 4 RX, < z) 是 一 阶 Q 过 程 (图 2). 
以 ,表示 || 的 第 n 个 飞跃 点 ,于 是 t,t, 显然 (zt ,nm 0) 


有 性 质 (H) . 
BIS i(N(t),t > 0) 是 GLG/1 排队 系统 的 输入 过 程 ( 徐 光 


WE[21), BD NC) 表示 系统 在 c 以 前 顾客 到 达 的 个 数 .ro = 0, т, (n 
> 1) 表示 第 n 个 顾客 到 达 的 时 刻 , 于 是 o,f + % ,显然 (rn > 
. 4 ` 


0) 有 性 质 (H) 4E, BR т, — c, (n 宇 0) 为 负 指 数 分 布 外 ,N(4) 必 
不 是 马尔 可 夫 过 程 . 

例 6 设 (L(1),t 三 0) 是 MG/ 排 队 系统 的 排队 过 程 ( 徐 光 辉 
[2]), 即 (4) 表 示 系 统 在 时 刻 4 的 队伍 长 度 .zo = 0,7, (n > DX 
示 第 n 个 顾客 离开 系统 的 时 刻 , 于 是 z. + %, 易 知 ,(t,,n > 0) 
有 性 质 (H). 

例 7 设 (L(1),t > 0) 是 GL/M/n 排 队 系 统 的 排队 过 程 ( 徐 光 
辉 [2]),ro =0,7,(n > 1) 表示 第 n 个 顾客 到 达 的 时 刻 , 于 是 т, 人 
+ ®, Ж(т„,п > 0) 有 性 质 (H) . 

18 设 (L(1),t = 0) 是 GIG/I 排队 系统 的 排队 过 程 ( 徐 光 
Ж[2]),т 20, c, (n > 1) 表示 第 п HIST EE Za] FE z. ^ 
+ (n^ + о), X (т, n > 0) 有 性 质 (H). 

例 9 BW), 0) 是 CUG/ 排队 系统 的 等 待 过 程 , 即 
W(t) 表示 在 时 刻 上 到 达 的 顾客 的 等 待 时 间 ( 包 括 对 其 服务 的 时 
E). to = 0,7, (n > 1) 表示 第 n 个 顾客 的 到 达 的 时 刻 , 于 是 т, 个 
+ (пл +), JAC, sn > 0) 具有 性 质 (H)( 图 3). 


Sof T T T. —We ^ ал ОТ, I 
图 3 等待 过 程 
例 10 ”风险 决策 模型 (图 4) 
№.) 
U(t) = u + c – 3X, 


其 中 NON 表示 在 [0,1] 时 间 内 发 生 索 赔 的 次 数 , 工 为 一 正 随机 变 
Ht. U( 1) 有 性 质 (H) . 


图 4 ”风险 决策 模型 
例 11 带 随机 干扰 的 风险 决策 模型 


NCO 


U(t) = u+ ct + W(t) - 2X. 


其 中 W(t) 是 布朗 运动 . U (+) 有 性 质 (H) . 
P12 期 权 定 价 模型 (图 5): 


Бох 


" 
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图 5 ”期 权 定 价 模型 


е 


S(t) Peas HRSA. Ое SU E t, s WIEBE PRY, eo He Bt 
fe t HARRE. SU) 与 FGOLSCO) 都 有 性 质 (H) . 
例 13 水库 积 水 模型 (图 6): 


m = пи 
nV M J 
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图 6 ”水库 积 水 模型 

V(t) 有 性 质 (H). 

上 面 所 举 诸 例 表 明 ,在 实践 中 确 有 不 少 随机 过 程 都 具有 性 质 
(H)( 容 易 看 出 或 容易 证 明 ) ,但 未 必 都 是 马尔 可 夫 过 程 .从 对 马尔 
可 夫 过 程 的 研究 中 我 们 也 觉察 出 ,许多 结果 的 证 明 并 不 需要 用 到 
过 程 对 一 切 停 时 都 有 马尔 可 夫人 性 , 而 只 要 求 过 程 有 性 质 (H) 就 可 
以 了 ,例如 ,最 小 Q 过 程 的 转移 概率 满足 柯 氏 向 后 及 向 前 方程 ,最 
小 Q 过 程 和 一 阶 Q 过 程 的 第 一 次 到 达 时 间 和 积分 型 泛 函 的 分 布 和 
和 矩 都 是 某 一 非 负 线性 方程 的 最 小 非 负 解 等 结果 的 导出 就 是 如 此 . 
所 以 ,具有 性 质 (H) 的 过 程 在 实践 中 大 量 存在 且 可 用 研究 ( 强 ) 马 
尔 可 夫 的 方法 去 研究 它 . 就 是 说 ,到 目前 为 止 , 具 有 性 质 (H) 的 过 
程 的 研究 既 必 要 而 且 有 可 能 .基于 此 ,我 们 把 具有 性 质 (H) 的 过 程 
从 随机 过 程 中 区 分 出 来 命名 为 马尔 可 夫 骨 架 过 程 并 加 以 研究 .由 
例 1, 我 们 把 马尔 可 夫 骨 架 过 程 叫做 拟 马 尔 可 夫 过 程 也 未 尝 不 可 . 

现在 让 我 们 回忆 一 下 从 马尔 可 夫 过 程 的 定义 及 研究 到 马尔 可 
RA ROE X5 AR BA. 

马尔 可 夫 过 程 的 原型 马尔 可 夫 链 ,由 俄国 数学 家 A - A 马尔 
可 夫 [1] 于 1906 年 提出 .从 此 ,开始 对 马尔 可 夫 过 程 进行 了 源源 不 
断 的 研究 , 写 下 了 一 首 又 一 首 光辉 篇 章 .特别 是 对 强 马 尔 可 夫 过 程 
的 研究 ,成 果 丰 富 深 刻 .其 中 最 简单 且 研 究 得 最 详尽 的 模型 就 是 最 
小 马 氏 链 |X(1,w),t < zl( 图 1). 
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Ü = zç = T, <tr < r <r, c(is1..-) 

是 (1) 的 第 i 个 跳跃 点 ,rt 是 其 飞跃 点 ,周知 

(I) z (n = 0,1,2,…) 有 性 质 (H); 

(H) X(t) = Х(т„),т„ < t < ta(n = 0,1,2,0); 

(Ш) z - z, (n = 0,1,2,…) 服从 负 指 数 分 布 (参数 依赖 于 
X, ), 即 
l-e%,t>0; 
0, £ < 0. 

q 20 (i€ E). 
反之 , 若 上 述 三 条 同时 成 立 , 则 X (10) 必 是 一 个 强 马 尔 可 夫 过 程 , 但 
在 应 用 中 存在 许多 很 重要 的 随机 过 程 , 它 有 性 质 ( 工 ) ,(I) ,但 不 
具备 性 质 ( 亚 ) .于 是 到 了 1955 年 Lévy[1] SE AGE TERR CIL) 而 引 
入 半 马 氏 过 程 概念 并 加 以 研究 .到 了 80 年 代 ,M.H.A,Davis[2,4] 
JETER CIE) 放宽 :X(1) FEL c, , 0,40 中 只 取 一 个 常 值 的 假设 改 为 
一 段 光 滑 的 曲线 ,而 引入 了 逐 段 决定 的 马尔 可 夫 过 程 概念 并 加 以 
研究 ,得 到 这 类 过 程 的 无 穷 小 母 元 .上 面 提 到 的 例 9 和 例 10 一 些 特 
殊 情 况 就 是 逐 段 决定 的 马尔 可 夫 过 程 的 范例 .但 仍 有 许多 应 用 上 
十 分 有 意义 的 随机 过 程 不 在 考虑 之 列 : 在 一 般 情况 下 例 9 和 例 10 
不 是 马尔 可 夫 过 程 ,更 谈 不 上 是 Davis 所 定义 的 逐 段 决定 马尔 可 夫 
过 程 ; 还 有 一 些 随机 过 程 , 有 性 质 (H) ЙН ЕЖЕ CT) ,而 在 两 
个 相 邻 马 氏 时 间 т„ 和 zs, 之 间 过 程 的 轨道 不 一 定 是 一 段 确定 的 光 
滑 曲 线 , 而 是 一 段 随机 过 程 .如 :上 面 提 到 的 例 3、 例 4、 例 6、 例 7、 例 
8、 例 11、 例 12 以 及 例 13 就 是 这 类 过 程 的 范例 ,其 中 例 3 和 例 4 是 马 
尔 可 夫 过 程 , 但 其 他 六 个 例子 一 般 说 来 就 不 是 马尔 可 夫 过 程 了 ,对 
于 例 6 和 例 7 实际 上 在 50 FARR D.G.Kendall[ 1,2] 首先 注意 到 
L(r,)(n > 0) 构成 一 个 马 氏 链 并 加 以 研究 .不 久 ,L.Takkcs[1] 不 
但 研究 了 例 6 中 Lr), B (SERRE) 利用 性 质 (H) 得 到 LC) 的 
概率 分 布 的 拉 氏 变换 的 母 函 数 的 明显 表达 式 及 平稳 分 布 的 表达 
式 . 之 后 , 吴 方 [1] 、 徐 光辉 [1,2]、.U.N.Bhat[1] 对 例 7( 实 际 上 ) A 
8 . 


Р(т = r, = tl X, = i) =Í 


用 性 质 (H) 也 得 到 了 LCL) AYER Яр B] p EC ЛЕП БЕ eR BA 00 BH 
显 表 达 式 及 平稳 分 布 的 表达 式 . 本 书 作 者 在 前 人 及 本 人 工作 的 基 
础 上 ,并 且 仅 仅 抓 住 上 述 诸 例 中 的 共性 (H) ,于 1997 年 ( 伐 振 挺 , 刘 
再 明 , 邹 捷 中 [2,3]) 引入 了 现在 我 们 命名 的 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 
概念 并 加 以 研究 ,得 到 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 概率 分 布 所 满足 的 向 
后 和 向 前 方程 . 近 几 年 我 们 对 这 类 过 程 及 其 应 用 进行 了 一 系列 但 
又 是 十 分 基础 性 的 研究 ,使 这 类 过 程 的 理论 基础 的 奠基 工作 已 初 
步 完成 . 

周知 , 马 氏 链 和 布朗 运动 这 两 类 过 程 是 马尔 可 夫 过 程 或 日 随 
机 过 程 的 两 大 支柱 和 两 个 极端 情形 : 马 氏 链 的 轨道 为 全 间断 的 ,而 
布朗 运动 的 轨道 是 连续 的 ,经 过 数学 家 们 的 长 期 耕耘 马 氏 链 已 发 
展 成 为 内 容 丰 富 结果 深刻 及 应 用 广泛 的 跳 过 程 及 无 穷 粒子 系统 
等 ,而 布朗 运动 发 展 成 扩散 过 程 、 随 机 微分 方程 一 直到 今天 称 之 为 
的 随机 分 析 , 这 条 研究 之 路 ,已 经 成 为 概率 论 发 展 的 一 大 主流 . 事 
物 在 它 的 发 展 过 程 中 ,有 量变 ( 即 渐变 ), 有 质变 ( 即 突 变 ) ,量变 发 
展 到 一 定 程度 就 会 发 生 质 变 , 质变 之 后 接着 又 重新 向 前 发 展 ( 量 
ЛЕ) ,事物 的 发 展 过 程 就 是 量变 和 质变 重复 交替 发 生 的 过 程 ,事物 
在 一 系列 的 质变 处 重新 开始 ( 即 有 性 质 (H)). 跳 过 程 刻画 事物 的 
质变 过 程 ,扩散 过 程 刻 划 事物 的 量变 过 程 .事实 上 ,应 当 把 量变 和 
质变 同时 考虑 ,把 量变 和 质变 融 为 一 体 ,才能 准确 地 ,全 面 地 把 握 
事物 的 发 展 ,为 此 ,我 们 必须 研究 其 轨道 有 连续 段 (未 必 是 一 段 水 
平 线 ) 和 跳跃 点 交互 出 现 的 “混合 型 ” 随机 过 程 (或 称 混杂 系统 )， 
跳跃 点 对 应 着 事物 的 质变 ,事物 经 质变 之 后 又 重新 按 原 来 规律 向 
前 发 展 ,就 是 说 ,在 质变 之 处 过 程 显示 出 马 氏 性 ,因此 我 们 引入 的 
马尔 可 夫 肯 架 过 程 ,为 这 种 混合 型 随机 过 程 的 研究 提供 了 一 个 合 
适 的 模型 ,上 面 例 13( 水 库 积 水 模型 ) 就 是 一 则 典 例 . 正 因为 量变 
和 质变 的 交替 出 现 贯穿 于 每 个 事物 发 展 的 全 过 程 , 所 以 许多 领域 
《如 排队 系统 存储 系统 ,水 库 管理 系统 、 保 险 金融 系统 .生态 系统 、 
人 口 理 论 模型 以 及 经 济 市 场 等 ) 为 马尔 可 夫 骨 架 过 程 提供 了 广阔 
的 应 用 前 景 . 
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了 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 向 后 和 向 前 方程 


$1 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 概念 及 性 质 


WO, P) 是 一 完备 概率 空间 ,(E, 售 是 一 可 测 空间 .. = 
LZ, t > 0} 是 .2 的 一 个 o - Й, Х = X(t,w),0 < t < r(w)} 
是 定义 于 (2 Z; P) IEF CE, 4) 的 关于 FEM. 

为 了 叙述 方便 ,我 们 在 状态 空间 E 中 增加 一 个 孤立 点 5, 令 记 
= EU 15|. 按 惯例 构成 新 的 可 测 空间 (, 台 ,并 把 和 扩张 为 随机 
WX = [X(t,w) 0<t < %| ,其 中 

X(t,w), t< tlw); 
а = 区 (1) 
定义 1 称 随机 过 程 X = 1X(1,9),0z t < r(w)}| 为 马尔 
可 夫 骨 架 过 程 ,如 果 存 在 一 列 .2 一 停 时 | zc | ,wo 满足 : 

(CI) (=, >o 为 一 严格 增 列 ,( 即 yn = 0,z, < z = < r, < 
тл) Н то = 0,7, } c, P- are 

(C2) 对 于 每 个 r, GE ХРЁ EME Z9 可 测 有 界 函 
数 f, 有 

ЕГУ (с, &*,)) 1 ] = Е (т, +-,@)) | £(7,)] 
ft 0. = lw:7,(w) < l| EP- а.е. (2) 
如 果 把 条 件 (C2) 进一步 加 强 为 
Е[/(Х(т„ &*,0)) I] = Esc) [f/(X(:,o)] (3) 
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ЕО. E. P — a.e MOL WME X WAKA Kai. 

注 1 今后 将 假定 ,为 一 Polish 空间 , 49H Borelo - 代数 . 
ix Q 为 定义 于 R, 取 值 于 E 的 右 连续 函数 的 空间 . 

我 们 考虑 定义 在 (Q,. 和 到 P) 上 取 值 于 E 的 右 连续 过 
IX(1,0),0 < t < Tt(w)| .由 于 天 为 ооо ee 
定理 保证 上 述 对 样本 空间 Q 的 限制 不 失 一 般 性 . 设 Е = (779) 
为 过 程 开 的 自然 流 , 多 " = o(X,0<8<t),ZF% = V 2,53 BE 
存在 (2 ,. 交 上 的 一 族 概率 测度 P. x € ,满足 对 任意 A Є.Я, х 
一 P(A) 为 多- 可 测 的 , 且 对 任意 的 x € E, 

P.(4) = P(A | X, = x),A € Z°, 
对 任意 上 的 概率 测度 yy, 我 们 定义 (0 7,7) 上 的 概率 测度 P. ， 
P,(:) = | Pulda) FER" HF’ ЖЕРИНЕР, 的 完备 化 . 定 
义 
ad = ddr jt > 0, 
其 中 XE) 为 E 上 的 概率 测度 的 集合 . 

2 ”由 于 文 是 取 值 于 距离 可 测 空间 中 的 右 连续 随机 过 程 ， 
Mani АА AT RAS HX (c, o) 和 О (т, 0) 均 是 可 测 的 . 

HX = |X(t,o),0< t < zl 为 马尔 可 夫 骨 架 过 程 . 引 进取 值 
于 可 测 空间 (R, x Ey, AR,) x Ea) 中 的 随机 变量 序列 7, = (on, 
Ж(т„)),п 三 0. 其 中 oo = 0,0, = т, = 1.2 > (AE o — © 
= 0). 

定理 1 BRN = |X(t,o),0<: < zl 为 马尔 可 夫 骨 架 过 程 . 
则 序列 

oo Th m»s о = (0,2 (0)), №, = (o, (0) 
构成 状态 空间 为 В, x E, 的 马尔 可 夫 序 列 , 且 转移 概率 PC € 
B | tm) = Pa € BIX, )(B € AR,) x &,n > 0) 5 у, ff 
B— Pa о, ЖЖ. 
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证 明 MERE B € 9 (R,) x A, Elha € B) € 
в(Х(т„ +t, 2,1 > 0). UE, BARA AR А AFEN 
cn > 0) 的 马尔 可 夫 性 ( 即 (2) 式 ), 有 

Pla € B | Yor Hiss 9) = 

ELP фы € ВІ.) 1 qos m+] = 

EL P( ms € BUX.) [ah ee me] = 

P( tv € BI E. 
这 便 证 明了 随机 序列 (w),so 为 马尔 可 夫 序 列 , 且 转 移 概率 
P( Mast € В| a) = PC aust EU X, (BE .£(R,) x £, n > 
0) 与 s, 的 第 一 个 分 量 m 无 关 . 证 毕 . 

如 果 进 一 步 假定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 X 为 齐 次 的 , 则 由 (3) 知 ， 
Р, {na € В| Х, | = Py (m € B) .3E—2b3b Е: Є Ron 
204 

P. 5: š |4) = Py Cri > t) P: -a.s.F Q, x € E, 
ЖР О, = (z, < % ) .于 是 我 们 得 到 下 面 推论 的 (D) MGi). (iii) 
的 证 明 亦 是 平凡 的 , 略 去 . 

推论 1 如 果 马 尔 可 夫 骨 架 过 程 和 = (x(tw),0 < t < 
t(w)) 是 齐 次 的 , 则 

1) FRI m, | nso 构成 取 值 于 R, x E, 上 的 齐 次 马尔 可 夫 序 列 ， 
且 转 移 概 率 

PGi E Еі) = Py (3, € B).P, - a.s.,x € Е; 

2) 对 任意 上 E R, n 208 

Pot LÆ) = Py Gri 5 qD P; - a.s. T, x € E; 

3) 对 任意 的 C, € AR,),i = L2, nin z 0,9 

Pio, € бө, € €, UL To t, oF) = 
P.(o, € €, | Х,,, )Р.(о € C, | X, ,Х, )-~ 
` 15 . 


Plo, EG. DX AL 
P) lm-s.wc E. 
上 面 定 理 1 及 其 推论 ,以 及 关于 停 时 列 (r, ) „о 的 马尔 可 夫 性 
(C1) (C2) ,就 是 把 满足 定义 1 中 条 件 的 过 程 称 为 马尔 可 夫 骨 架 过 
程 的 原因 . JEI (0, ) „о 就 称 为 该 过 程 的 马尔 可 夫 骨 架 . 称 
(X, ) ,6 MARA. EF (paso 5j( n, X, )„„ 相互 唯一 
决定 , 亦 称 (, Х, ) о 为 该 过 程 的 马尔 可 夫 骨 架 ,(r, 0) 称 为 
了 的 骨架 时 序列 . 
HX = |X(t,w), 0st < Tt(w)| 为 最 小 0 过 程 ( 其 中 工 为 第 
一 次 飞跃 时 刻 ). 则 为 齐 次 马尔 可 夫 骨 架 过 程 ,其 马尔 可 夫 上 骨架 
Fons X, aso FEB yo, = z, - Tory z, 为 过 程 第 n 次 跳跃 时 刻 ， 
1X. | 为 过 程 的 欢 入 链 .我 们 说 ,马尔 可 夫 骨 架 较 嵌 人 链 来 得 重 
要 . 这 是 因为 嵌入 链 只 给 出 了 过 程 当 跳 发 生 时 的 跳 转 移 去 向 ， 没有 
反映 在 一 状态 的 逗留 时 间 ; 而 最 小 Q SERE RAI SRK BAILA 
出 了 过 程 的 跳 转 移 去 向 ,而 且 给 出 了 过 程 在 任 一 状态 的 逗留 时 间 . 
实际 上 ,最 小 Q 过 程 的 马尔 可 夫 骨 架 与 最 小 0 过 程 相互 唯一 决定 . 
另外 , 从 转移 核 的 角度 看 , BRA ЖЕП BE (479, (NE 
(qi/qi) = 0) 不 能 唯一 决定 0 - 5BPECa;) ,而 马尔 可 夫 上 骨架 的 转 
BIZI Q - 和 矩阵 相互 唯一 决定 . 
下 面 引入 相关 跳跃 过 程 的 概念 . 
定义 2 称 如 下 定义 的 过 程 Y= (Y(t,w),0 <1< r(w)) 为 
马尔 可 夫 骨 架 过 程 X = (X(t,w),0 < t < c(o)) 的 相关 跳跃 过 
程 : 
Y(t,w) = X, tat <t< arsi = 0. (4) 
ic КЕЗ hn) nao WB BIA (а, («,dt,dx)),.0, H P 
Anz [1] 的 11.50 注 知 q, 存在 .又 记 Е, (x,dt) = q,(%,dt,E,),n 
=> 0. 对 任 一 B € &,q,(x,dt,dx) < Е, (х,а), 
q. Cw dt, B) = Q,(x,t,B)F,(x,dt), 
. 16 . 


KB q (x. dt, B) KF Е, (х,а) fij Radon-Nikodym 导数 Q, (х, 1, 
B) 可 取得 对 固定 的 (x г), О, (4.0, +) 是 把 上 的 概率 测度 ,而 对 
固定 的 BE 2,0,0, -,В) EA x A(R, )- 可 测 的 .事实 上 ,我 
们 有 

q CK. ,dt,dx) = Р, (о, € di, X, ， € dx | x.) 

P; = 4:8.,% € E n0; 

FAA ай). = Payr аи: ), 

cP, —a.s.,x € E,,n z0; 

0.0, ,aulydx) = BG. € dx | X. Sear) 

Р, —a.s.,% € Ёл,п > 0). 

最 后 ,我 们 来 讨论 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 结构 .定义 马尔 可 夫 
骨架 过 程 X = (x(1,9),0 三 上 < c(o)) 的 子 过 程 列 X'” = 
(X (1,9),0 < t < o,(w)),n>1,MF: 

X? (1,9) = X(r,4 + t,o))0t«o,(v),n z 1. 
容易 见得 ,马尔 可 夫 骨 架 过 程 是 这 样 演化 的 :从 初始 状态 Xo 出 发 ， 
首先 按 第 一 个 子 过 程 Xx” 演化 至 时 刻 т, (z, 的 分 布 为 F(X, -)) ,并 
按 转 移 核 Qu( Xo,ri，') 跳 转 移 至 状态 X, ;再 从 蕊 出 发 , 按 第 二 个 子 
过 程 工 ” 演 化 至 n(n - n IB FC, +), 又 按 转移 核 
Q (X, т - ту, +) 跳 转移 至 状态 X, ;…, 依 此 类 推 ,直至 时 刻 + 过 各 
X "т. 


$2. 正规 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 定义 及 向 后 和 向 前 方程 


定义 1 称 齐 次 马 氏 骨架 过 程 和 = 1X(t,0),0<t < r(w)| 
为 正规 的 ,如 果 存 在 (h(x,t,A4)) 满足 条 件 
E[ X(r, + t) Є Ata- t > t| Х(т,)] = h(X(r,);t, 
A) P-ae. AC £&iz0,nz 0. 
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h(x 1,4) A ЕВ уо] AY х, ENE FE.) 
上 的 准 分 布 . 

特别 ,h(x,t,A) = P(X(t) € A,r, > t| X(0) = x) q(x, 
t,A) = P(X(r,) € A,r, = t | X(0) = x),3XH g(x,t,A) 为 
Oh) 的 转移 概率 q(x,4,4) = | q(x,dt,4). 

4 q(x,A) = limq(x, 1,4), G(x, 1) = q(x,t,E) = P(n = 
t1 X(0) = x). 

以 下 如 无 特别 声明 只 考虑 正规 马 氏 骨架 过 程 ,并 把 “正规 ”二 
FR. 

& Mna IRIRGO,A)JE E x € ЕЗЕТ BR, A 固定 时 是 Zn] 


测 的 ,x EERE, 2) 上 的 非 负 测度 | .在 . 必 中 定义 乘积 如 下 : 
VR,S € .£ 


R + S(x,A) д | R(x,dy)S(y,A), z€ BAECS (D 


BAR: SC ZEB. 4 PREWMLAAE gl, y REM, 
R'(x,A) A 6,(x); 


RP GA) д | Rody) RA), x€ E,A € #&; (2) 


= | '(z,ay) R(y,A). 
4 
P(x,t,A) A P(X(1) € AI X(0) = х), 
iOS Е.А СЄ #. 


Р,(х,А) ^ I, e "P(x,t,A)dt, 


А> 0,x € E,A € Z. 
定理 1 VÀ >O,lP,(x,A),x € E,A € A АЕА 


YA) = [a Gd ZG 4) x cio 
x€ E,ACE (3) 


的 最 小 非 负 解 , 即 
Р,(х.А) = (>; Q" * H)(x,A), (4) 
其 中 
1: = (h(x, A) x € E,A c ë), 
Q = (q (x,A),x € E,A € 2, (5) 


h;(x,A) = | eh ts adt a (2,4) = 


| edge tA). (6) 


Ж AD be HBR SERE X Ah H, Q 唯一 决定 , 且 在 应 
用 上 一 般 只 要 知道 过 程 的 分 布 就 够 了 .故我 们 把 六 叫做 ( 石 ,0) 过 
程 . 
为 证 明定 理 1, 先 给 出 两 个 引 理 
引 理 1 уг>0,АЄ Ens 
E[ X(1) € A,T, < t < Tatl | X(r,),7,, X(0)] = 


h(X(r,),t— tA) Me ea P= а.е. (7) 
其 中 1, 表示 С 的 示 性 函数 . 
WEBB ЖЯ] 4 为 闭 集 证 明 (7) 式 . 设 4 为 闭 集 , 令 
A, A Ix:d(x,A) < AT 


l = | Pe A 


|» 


l 
А, A \х:4(х,А) < T1 
1+1 
2 
i = 0,---,2: -1;k>1. 
注意 了 右 连 续 及 4 = ñA, = Й л, ЯГ, 
AUW € An e te tart = 
Xe ф-т) СА ет Уе Е 


i 
Bi” д |w € 05и 1 т, < ils 


ETE t -AUX Pte te) € Арте 


t, ж 4 =т„| N te thse 


AO AU arcs +i) € A. 


1-1 K=1k=K i= 
tan = te > 1551 BP A te < ab. (8) 


另 一 方面 ， 
(X(t. +=.) € Asta: =, э p= aff] 


« il AUX +t- z) € 


Suc > $ = ЛЕ е) ә 


| S 
> 


f Iu OCU IX, $ - ji m € Ai, 


£c pt cd H5 


АД + Йа e Aven - 


=] Kzl k= 
CLE A Be ls (9) 
H (8) 和 (9) 得 ， 
lixcoe s, «icc, il = 
2*3 
lim Jim (Dace, i + IDEA, AN „>! 2 150 * Tie sa? 


P-a.e. (10) 
注意 (10) 的 右 端 是 关于 ! 的 单调 下 降序 列 的 极限 ,以 及 
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MD 
0 = > хс, toas, ad t. эү. ° 15% Ы li. «i < 1 
i-0 


Р – а.е. 


并 由 单调 收敛 定理 ,控制 收敛 定理 和 条 件数 学 期 望 的 性 质 得 
E[X(t) € A,r, <t € nal X(z,),7,,X(0)] = 
А 20 . 


2*-4 


lim lim 2, El X(r, + 


E ЖУ xx » 


Use M XG, )] Ао + Nest = 


lim lim S ELX (s, + th) € A, 
ref e Pu 


Tad CT. »* : 1, | Х(т„ )] ` I, ? li. «i = 


ji 
lim n S KG E £k А). Ip >с = 


limh(X(r,),¢ = t; Ai) * Деш 


h(X(z,),t 一 Tas ПА) x The ctl = 


Xe) 8 ту) Pu ace; 
以 上 最 后 第 三 个 等 号 成 立 ,利用 了 不 等 式 
h(X(r,),t - t,,A)* I, <a = 


ЭЭД Х(т, ); š А A7 ;4A1) ° IO • Ii. sa x 


Һ(Х(т,), 2 = "e i I. «i . 


以 及 当 1 一 © 时 两 边 的 极限 相同 . 

至 此 ,我 们 证 明了 (7) 式 对 一 切 闭 集 A 成 立 ,注意 A(x, t,A) 
关于 4 为 准 分 布 及 条 件 期 望 的 性 质 , 在 (7) 中 使 用 - x 系 方法 易 
证 明 对 一 切 A € &,(7) 式 成 立 . 引 理 1 证 毕 . 

引 理 2 VAC 610,5 € E. 

Р(Х(т,) Є Asr, «11X(0 = x) = q'"(x,t,A), (11) 
其 中 
(" q(x,1,A) A 0,(x),q  (x,1,A) A q(x,t,A); 


q'(x,t,A) ^ Le "'(x,ds,dy)g(y,t- 5,4), n2. 


(12) 
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证 明 n= 1 时 ， 
P(X (r) E€ Avr, = t | X(0) = x) = 
q(x,t,A) = q''(x,t,A) 
Бп = ЕЮ, (11) 成 立 ,n = 大 + 工时 
PiX ltra) € Asti = t X(0) = z) = 
JPG) Є А,ти- т< 1 - т 1 Х(ть), т, Х(0) = x] * 


Ц. е P(dw | X(0) = x) = 


Гас) е тА) hasa ° P(de 1 X(0) = x) = 
INTO, - 5,4) * Р(Х(т,) € dy, v, € ds | X(0) = x) = 


АСЕТ - s,A) * q'(x,ds,dy) = q°**'(x,t,A). 


以 上 最 后 第 三 个 等 号 成 立 ,利用 了 积分 变换 
T:Q— Ex[0,2), Tlo) л (X(r), n). 
5| 38 2 证 毕 . 
定理 工 的 证 明 ” 先 说 明 只 要 证 明了 下 列 等 式 就 证 明了 定理 1 

P(X(:) € AI X(00 = x) = 

>) ac. - s,A)q°"(x,ds,dy). (13) 
事实 上 ,在 上 式 中 取 拉 氏 变 换 即 得 

Pile AY = [erao € A1X(0) = x)dr = 


其 中 
qi (x,A) = ó,(x), 


q, "(ж,А) = | e "q'"(x,dt,A) = 
0 


| | Ф (*z,dy,)q (yi dy.) q (y, 4 4), n zl. 
ЈЕ ЈЕ 


因此 ,(14) 式 变 为 了 (4) 式 , 即 方程 (3) 的 最 小 非 负 解 . 
以 下 证 明 (13) 式 : 
P(X(t) € AI X(00 = x) = 


2 P(X(:) € A,r, < t < Ta | X(0) = x) = 
n=0 


Df Exo) € A, 


ra < t < Ty, | X(c,), vr, , X(0)]P(dw | X(0) = x) = 


Sf восе) z A). П.а ° P(dw | X(0) = x) = 
п=0 


> fno -s,À)* 


Р(Х(т„) Є ау, т, Є ds | Х(0) = x) = 


>| Гао —s,A)+q°"(x,ds,dy). 


以 上 第 三 个 等 号 应 用 了 引 理 1, 第 四 个 等 号 使 用 了 积分 变换 ,最 后 
一 个 等 号 使 用 了 引 理 4. 

从 而 (13) 式 成 立 ,定理 1 证 毕 . 

定义 2 方程 (3) KAH, Q) 过 程 的 向 后 方程 . 

定义 3 Үүл >0, 存 在 0 = (g(x,4),x€E EAC 2 € 
A H-O = о-н, 


[66.2050 = 
[o God G4, x € E,AC GE, (15) 
则 称 非 负 方程 


Z(x,A) = [Gad G4) + 


* 29 + 


h(x.A). x € EAC ZÀ > 0 (16) 
HCH, Q) 过 程 让 的 向 前 方程 . 

命题 1 ZH. A PERM, BI yA > 0, 存 在 H, € M 
使 

Н - Hj'(x,A) = d(x) үхЄ EAC Z 

则 向 前 方程 (16) 存在 ,此 时 0 = H;' -Q-H 

证 明 yà > 0, 存 在 H; € MS 

Q = Е: Q H 

注意 .图 中 乘积 满足 结合 律 可知 

H-Q=H-(H;'+Q-H) = (H- H) - (Q ` H) = 

(8,(x))*(Q- H) = Q- H 
由 定义 3 知 向 前 方程 (16) 存在 . 

定理 2 WRH, Q) 过 程 的 向 前 方程 存在 , 则 向 前 方程 和 向 
后 方程 有 相同 的 最 小 非 负 解 .因此 ,已 (*,4) 也 是 向 前 方程 的 最 
小 非 负 解 , 即 


Pi(x,4) = (278. 0')(х,А) 
WEB) ЯЯ Jy FEQ) 和 向 前 方程 (16) 的 最 小 非 负 解 可 
用 下 列 迭 代 方 法 得 到 
Z(%,A) = lim Z^ (x, A), Z(x,A) - limZ^" (x, A) 
其 中 ， 
Z (x,A) = 0, x€ EAEG 
eae = [,®(х›4у)2“®(у,А) tA) x€ EA€ £ ng0. 
29) (x,4) = 0, x€ E,A € £ 
reis 3 | 26° Gana GA) thea), x€ BACK nw. 


注意 (15) ,由 Z? = 2O 递 推 可 得 
(е) =A а > 0. 
定理 证 毕 , 
«DA e 


$3 (H,Q) 过 程 的 正则 性 准则 


定义 1 (H,Q)ilf X = 1XG,0),0 < t < т(о) ЖЕ 
则 的 , 若 对 每 个 x € 已 ,有 
P(r = © | X(0) = x) = 1. (1) 
定理 1 (H,Q) SURE X ЭШЕЙ FAY BAF EMT x € 
E, RR t > 0,8 


P(x,t,E) =i (2) 
或 等 价 地 ,对 每 个 x € E, BRERA > 0,8 
AP, (x,E) = 1. (3) 


证 明 ”结论 明显 . 
4 В A |f: f EE, £) 上 有 界 可 测 实 函 数 | . 
引 理 1 BO<f€ By , AXE A > 0, 存 在 0 < u € Bi, 使 


f(x) - | a dy) fly) = [Ga ,ay)u(y) 三 0， (4) 


则 
fix) > | P(x,dy) 00), Wee E. (5) 
进一步 ,车 方程 
g = | aed ey), x € E; (6) 
O< z€ B, 
AASB MS) 成 为 等 号 , 即 
Jia) = | B(x,dy) uy), Ys É E. (7) 


证 明 “对 于 引 理 中 的 和 20,24 WA € Z |P.(x,A),x € 
E| 是 非 负 方 程 


Z(x) = | a.(x.dy)X(y) +М(«,А), WE Е. (8) 
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的 最 小 非 负 解 ;使 用 定理 2.2( 这 里 定理 2.2 是 指 本 章 82 的 定理 
2. 下 面 第 3 章 $ 1 命题 1 的 证 明 中 引用 的 定义 1.3.1 是 指 第 1 章 
§ 3 的 定义 1. 对 于 引 理 和 推论 等 的 引用 类 此 ) .证 明 中 求 最 小 非 负 


解 的 迭代 法 不 难 证 明 :|| P, Саду) а Су) € E| 是 非 负 方程 


Z(x) = | a(x dy) z(y) + | h(x,dy)u(y), x € E (9) 
的 最 小 非 负 解 .而 由 引 理 的 条 件 得 
f(x) = f a (eaf) + | f Gau, x € E. 


从 而 (3.5) R. 
Vx € E,F 


g(x) A f(x) - | Pi(asdyu(y), 


MO < z € Bs, 且 g 满 足 方程 (6). 故 若 (6) 只 有 零 解 , 则 g = 0, Вр 
(7) 成 立 . 
定理 2 (H,Q) 过 程 工 正则 的 充分 必要 条 件 是 方程 


‘ali = Габа»), 
Os foi. fe Bs, 


% € BA SO (10) 


RASH. 
证 明 ”充分 性 :在 (9) FS uly) = А, АЯАР, (x, E), х € 
五 | 是 非 负 方程 
hse = [a G0 z(y) + àh, (x, E), 
0xZzl,Z€ B. 
的 最 小 非 负 解 . 由 于 (10) 只 有 零 解 ,从 而 (11) 只 有 了 唯一 解 14P; (х, 
E),x € E}. 


HEX 2.1() 和 (ii) Hl, yx € E, 
q(x,t, E) + h(x,t, E) = 1, 


x€ E (11) 


从 而 
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: e "dq. t, E) + | e "h(x,t, E)di = 
n J0 


Вр 
q (x, E) + АҺ, (x, E) = 1, (12) 
从 而 Z(x) = 1 也 是 (11) 的 解 .因此 ， 
AP,(x,E) = 1, V« € E. 
由 定理 1 知 ,( 五 ,0O) iE XEN. 
必要 性 :由 于 1XP; (х, Е), х € E| A Z(x) = 1011) 的 
最 小 解 和 最 大 解 ,因此 11 — АР, (x Е), x € E} 是 (10) 的 最 大 解 . 
事实 上 ,(10) 的 最 大 解 可 从 如 下 迭代 得 到 
f? (x) zl, 
f(x) = | «G.anf o) = 
q(x, E) = 1-Ah,(«,E). 
f?) = LaGanf" О) = 
q(x, E) - af e Gb) (y, E) = 
Ра) = af a Gr dy) hs Gr, E) = 
1-A[h,(x,E) + | о Gd) hy Gs Ee 
y СУ, = |, Gf? (у) 5 


P(x) - af a Gor) | | arr dan) h On E) = 
L- (510 ` Н)(х,Е), 
k=0 
从 而 
f(x) = limf” (x) = 


. 97 . 


i= iOO + Hx, E) = 1 - AP (x, E). 
k 


由 于 (1,0) 过 程 正则 ,由 定理 1 知 ,XP.(x,E) = 1, 从 而 (10) 
只 有 截 解 .定理 证 毕 . 
以 下 给 出 一 个 较 易 检验 的 充分 条 件 . 
定理 3 如果 qi (x, A) 满足 条 件 
BA) ^ sup; (x, E) «1, VA»0, (13) 
WH, Q) IF X = |X(:,a)],0 < t < cl EM. 
证 明 ”由 (13) 及 方程 (10) 的 最 大 解 迭代 求解 法 知 ， 
f° (x) = q (x, E) < BA). 
f? (x) = 
Габа) (у) < BO GE) < BA) 
fF a) = 
[o Gs df" у) < (2) (х,Е) < 9" (2), 
从 而 
0 < f(x) = lim f^" (x) < limB (A) 20, Wx EE, 
故 (10) RAFE , HEM 2 ЖЯ X TEN. 
推论 1 如果 状态 空间 EAR, A yx € E 
P(r, > 01 X(0) = x) > 0 (14) 
则 (五 ,Q) HEX = |X(:),0 < t < cl EM. 
WEB] ”由 一 有 限 及 (14) 可 得 (13) 成 立 . 


$4 ”若干 重要 特殊 情况 


(A) (H,G.q) 过 程 
TARH): 
q(x,t,A) = G(x,t1)q(x, A), (1) 
= T 


И) 

Р(Х(т,)Є Ave, = t | X(O) = x) = 

P(r, < t| X(0) = x) + Р(Х(т) € Á | X(0) = x). (2) 

定义 1 (HH, Q) 过 程 满足 分 离 性 条 件 (也 ) , 则 称 为 (万 , С. 
4) 过 程 . 

Hr pede E STEEL T] 的 引 理 9.3.1 知 ,最 小 齐 次 可 列 马 氏 过 
程 是 (有 ,CG.g) 过 程 . 令 


iG | &*a6.0. (3) 
于 是 分 离 性 条 件 (了 ) 变 成 
n(x,A) = G,(x)q(x,A). (4) 


HFH, С.д) 过 程 向 后 方程 变 成 
s AY = G (x)| as dy) ZG, 4) blica d 


O<A+m, «EC EACE (5) 
定理 3.2( 正 则 性 准则 ) 变 成 下 列 定理 
定理 1 (H,G.q) 过 程 开 正则 的 充 要 条 件 是 方程 


na = б,(х)| a(x.dy) f(y), 


0<f<=1,f C By 

RASH. 

(B) ”广义 Doob 过 程 

TOT ATETRTECD) RE. 

q(x,A) = q(A),x € E,A € Z, (7) 

则 把 过 程 X HAS” X Doob 过 程 .马尔 可 夫 过 程 中 的 Doob 过 程 ( 侯 
RHE 、 郭 青峰 [1]) 是 广义 Doob 过 程 . 

对 于 广义 Doob 过 程 向 后 方程 变 成 


Z(x;Á) = G(z)| aldy) Zy. 4) ade. D 


x€ E,) > 0 (6) 


于 是 
。29 - 


| (4) ZG. 4) - | G. (y)q(dy) - 
Je E 


| aay) za) + | Cr Ada(dy), (9) 
故 
| GAD aay) 


|; 1 - | G(y)a(dy) 


(10) 


H(8).(9) (10) 及 定理 2.1 得 
GG | h.(y,A)q(dy) 


P,(x,A) = h(x,A) + 
1- [| G(y)a(dy) 


(11) 

(C) #$5R7 AVE 

定义 2 WX = |X(1),t < Tr 是 马尔 可 夫 骨 架 过 程 .| 7, | ,so 
是 它 的 骨架 时 序列 . 若 Е 为 可 列 集 及 

ХЫ = Ж). жегата, a5, (12) 

则 称 X 为 半 马 尔 可 夫 过 程 . 

(D) 逐 段 决定 的 马尔 可 夫 骨 架 过 程 

定义 3 WN = |X(t,w),t < z 是 ( 非 齐 次 ) SRAIKGH 
过 程 , 若 存在 定义 在 R, x E 上 取 值 于 E 的 关于 :上 HERR AR, ) 
x ир o (x,t) ,使 得 


Xhi; а) = Me - n SEL; OS Fx x, 


则 称 X 为 逐 段 决定 的 马尔 骨架 过 程 

(E) ” 逐 段 决定 的 马尔 可 夫 过 程 

定义 4 和 若 一 逐 段 决 定 的 马尔 可 夫 骨 架 过 程 是 一 个 马尔 可 夫 
过 程 , 则 称 其 为 逐 段 决定 的 马尔 可 夫 过 程 . 

(F) Davis 意义 下 的 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 (PDMP) 

由 后 面 的 例 11.5.3 就 可 知道 ,Davis[2,4] 定义 的 逐 段 决定 马 
尔 可 夫 过 程 (PDMP) 是 我 们 现在 定义 的 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 的 
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—^ E38. ВНЕ ЧЛ п ET PEO Davis +E XLI] 54 n] 
夫 过 程 必要 条 件 是 F(x,1) = Р(т > t| X(0) = *) 绝 对 连续 . 初 
看 起 来 ,Davis 引入 的 PDMP 模型 内 涵 不 够 丰富 ,限制 在 马尔 可 夫 
过 程 的 框架 之 内 .但 在 处 理 实际 问题 时 , 却 表 现 出 很 大 的 广泛 性 和 
优越 性 , 他 往往 通过 引入 补助 变量 的 技巧 把 一 个 非 马尔 可 夫 过 程 
(F(x,t) = P(r, > t | X(0) = x) 绝对 连续 的 逐 段 决定 马尔 可 夫 
骨架 过 程 ) 化 为 PDMP 模型 来 处 理 .所 以 国际 上 公认 Davis 对 马尔 
可 夫 过 程 的 贡献 是 巨大 的 . 
(G) ”马尔 可 夫 型 骨架 过 程 
车 马尔 可 夫 上 骨架 过 程 又 是 一 个 马尔 可 夫 过 程 , 则 称 其 为 马尔 
可 夫 型 骨架 过 程 . 
(Н) 带 跳 的 随机 过 程 
由 布朗 运动 .扩散 过 程 同 可 列 马尔 可 夫 过 程 及 生 灭 过 程 组 合 
成 的 马尔 可 夫 上 骨架 过 程 和 马尔 可 夫 型 骨架 过 程 将 名 为 扩散 跳 过 
程 , 马 氏 型 扩散 跳 过 程 ,布朗 生 灭 过 程 等 等 ,总 称 为 带 跳 的 随机 过 
程 . 它 为 定量 研究 “量变 和 质变 的 交替 出 现 贯穿 于 每 个 事物 发 展 的 
全 过 程 ” 这 一 普遍 而 基本 的 规律 提供 了 合适 的 数学 模型 .因此 它 
们 的 研究 在 理论 和 应 用 上 都 十 分 重要 . 
(1) 可 列 马尔 可 夫 骨 架 过 程 
当 歼 为 可 列 集 时 ,我们 把 马尔 可 夫 骨 架 过 程 叫做 可 列 马 尔 可 
夫 骨 架 过 程 .如 , 半 马 尔 可 夫 过 程 及 M/G/1,GUC/1 等 排队 系统 的 
队长 L(t) 就 是 这 类 过 程 . 
这 类 过 程 的 向 后 方程 变 成 
X, = 2/48 A) Xy tha) (à >0,i,j EE). (14) 
向 前 方程 变 成 
X; = D Xay 0) tha) (à >0,i j EE), (15) 
其 中 
"OM | erar) 2j, > 0100) id (16) 


*3]* 


ay = | eSPUUn) a dus ae LX Bae. 0) 


Ó = (4,02) 满足 


> h (A)q (A) = 231q4(0)h;(), (ij E€ E). (18) 
k€ E 


— 


$5 补充 与 注 记 


马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 概念 (定义 1.1) 及 其 向 后 和 向 前 方程 于 
1997 年 由 侯 振 挺 、 刘 再 明 、 邹 捷 中 [2,3,5] 首次 引入 .本 章 (也 是 全 
TO 的 主要 结果 是 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 一 维 概率 分 布 的 定理 2. 
1 和 定理 2.2( 其 有 穷 维 分 布 在 一 维 分 布 的 基础 上 于 第 3 章 给 出 ). 
它们 属于 侯 振 挺 、, 刘 再 明 、 邹 捷 中 [2,3,5] ,是 马尔 可 夫 骨 架 过 程 理 
论 中 的 关键 性 定理 .因为 我 们 研究 任何 一 个 随机 过 程 首 要 问题 是 
如 何 去 决 定 它 的 分 布 , 特 别 是 一 维 分 布 . 此 前 ,人 们 只 建立 了 纯 间 
断 (或 日 跳 ) 马尔 可 夫 过 程 和 分 枝 马尔 可 夫 过 程 ( 见 Ikeda N, 
Nagasawa M and Watanabe S[ 1]) 的 ( 柯 氏 ) 向 后 方程 和 向 前 方程 以 
及 半 马 尔 可 夫 过 程 的 向 后 方程 ,它们 都 是 定理 2.1 中 向 后 方程 (2. 
3) 或 向 前 方程 (2.16) 的 特例 . 侯 振 挺 、 郭 青峰 [1] 中 用 于 计算 最 小 
Q 过 程 的 转移 概率 的 十 分 简单 的 公式 (9.2.3) 和 用 于 计算 一 阶 Q 
过 程 的 转移 概率 的 相当 复杂 的 公式 (10.2.16) 现在 被 本 章 引 入 的 
向 后 方程 (2.3) 统一 起 来 .后 面 逐 一 出 现 的 ,如 半 马 尔 可 夫 过 程 的 
向 前 方程 , 逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 .GUM/1 排队 系统 的 队长 
L(t) 以 及 GUGA 排队 系统 的 等 待 时 间 Wr) 的 向 后 方程 ,G/M/1 
排队 系统 队长 L(1) 的 向 前 方程 等 等 都 是 (2.3) 或 (2.6) 的 新 特例 . 
所 以 说 ,我 们 的 向 后 和 向 前 方程 大 大 拓 广 了 马尔 可 夫 过 程 中 的 ( 柯 
氏 ) 向 后 和 向 前 方程 的 应 用 范围 . 

马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 向 后 方程 的 推导 (确切 说 是 定理 2.1 的 
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HESE) 与 以 前 的 柯 氏 向 后 方程 的 推导 一 样 , 都 是 用 到 一 个 停 时 
(т) 的 马 氏 性 ,简明 扼要 , 而 前 人 对 纯 间断 马尔 可 夫 过 程 的 ( 柯 
IK) 向 前 方程 的 推导 较 充分 和 较 艰难 地 用 了 过 程 的 马 氏 性 ,由 于 
马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 马 氏 性 远 比 马尔 可 夫 过 程 要 少 得 多 ,所 以 我 
们 放弃 了 概率 方法 ,而 改 用 算 子 理论 中 惯用 的 思路 ,得 到 过 程 的 向 
前 方程 . 
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$1 SMe 


随机 变量 的 矩 是 反映 随机 变量 取 值 分 布 规律 的 重要 数字 特 
征 .对 和 矩 的 计算 与 研究 是 概率 论 的 重要 研究 内 容 之 一 . 本 章 讨论 
(H,Q) 过 程 的 矩 的 计算 问题 .给 出 了 (五 ,O) 过 程 的 和 矩 函 数 是 一 
线性 积分 方程 的 零 初始 迭代 解 . 设 = |X,,: < т} E(H,Q) 过 
程 , | r, | 为 其 一 个 骨架 时 序列 . 令 Z = | V(x): E> R; VEE 
的 有 界 或 非 负 函 数 | ,对 任意 给 定 的 VE Fic 
f(x,t) = E,V(X,) Ц,» 
hrt A) = PCX, € At < x, | Xç = x); 
x€ E,t >0,A € G5nz1,2,-. 
f(z,t) = E,W X,) Mex. 
TER X ACH, 0) 过 程 有 
h(x,t,A) = P(X, € АФ < wi | Nç =: x), 
q(x,t,A) = P(X, € A,r = t| X, = x), 
wE E,t>0,A Є e. 
引 理 1 4,1 满足 下 面 递 推 公式 
hu x1; A) = 


hi (x tA) «| [o =p. Dialed 2 
Е. 
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hy(x,t,A) +q*h,(%,t,A). (1) 
п = 1,2,…, 其 中 * 表示 卷 积 运算 ， 
证 明 X} n 用 归纳 法 . 


n = 1], 

has, t,A) = ha(2,t,A) = 

PUE € AQ SEX say = 

P(X, € Ast < rj | Xç = x) + 

PCX, Є А.т жег ë | X; sx). (2) 
由 引 理 1.2.1 得 


Р(Х, € Ast, = t-<-x 1 Җ) = 
RLP(X, € A,r, et < t | X. 5t1.X%y) 1 Xo] = 
EL A(X, ,t- c, A) <a | Xo] = 


воя - s,A)q(Xo,ds,dy) = q* h(Xo,1,A). (3) 


将 (3) (LA (2) 并 注意 到 А, = h, FF: 
h;(x,t,A) - 


КЕКТҮҮ, +| | us = Duke ei = 


h(x,t,A)+ q* h(x,t,A). 
故 (1) 对 п = 1 成 立 . 
设 (1) 对 n= 上 时 成 立 . 当 n = +1 时 ， 
Iasi (%,t,A) = Р(Х, € At < ria | X, = х) = 
P(X, € A,t € ты: L Xi mx) 
P(X, EA Tn = t < Ty | Xo = x). (4) 
由 引 理 1.2.1 得: 
Р(Х, € Astur StS tia |X) = 
EL P(X, € А,т < t < rk. 1 N хера 0) | AT = 
E[A(X, |, 1 - Tins Alin sn | Xo] = 
. 35 . 


| | h(y,t- yd A a = 
Jelo 


qP 2 h(X t, A) (q° 是 g tin BER). (5) 
由 卷 积 满足 结合 律 得 : 
qx GR A) = q*q'"*h(Xs,t,A) = 


| fa"? * hCy,t - s, A) q( Xo, ds,dy) = 
EJO 


| [ 6x... € A,t <t—s © Тың | Xo = y) . 


q(Xo,ds,dy) (6) 
将 (6) 代入 (4) 并 用 归纳 法 证 得 : 
ha x,t,A) = hy, (x,t, A) + 


[Ро € im ts < rna 1 X, = y)q(z,ds,dy) = 
h,(x,t,A) +| | tce = s,A)q(x,ds,dy) + 
INE om Є A,r, < t—s < ty, | Xo = y)q(x,ds,dy) = 


h,(%,t,A) + | | LCE € 7 A =$ < Ту | Xp z y) T 
P(X,., € A,z, < t — s < тү, | X, = y)] ` q(x,dy,ds) = 


h (x,t,A) АСЕ = s,A)q(x,dy,ds) = 
Bh Ca zty A) + q* hi q Go t A) 
故 (1) 对 n = 上 +1 也 成 立 , 从 而 对 任意 自然 数 п 成 立 . 
定理 1 Lf) 满足 下 面 递 推 公 式 : 
fes = ЛО) +] SAt- adya). (7) 
na 132.0, 
证 明 令 L= 1VE vim vigil, 满足 (7)}. 


则 工 是 一 个 多 系 .事实 上 ,车 V= 1, 则 
«86+ 


F.(%,t) = h.(x,t, E), n2 1,2,- 
由 引 理 1 即 知 1 € L. 
显然 L 对 于 有 限 线 性 组 合 运 算是 封闭 的 . 
Ж V= V, €C L,n = 1,2,--, HV, А У, РЄ 多 则 由 单调 收敛 
定理 即 知 VEL. 
由 函数 形式 的 单调 定理 即 知 Z с L. 
定理 2 /(x,t) 是 下 面积 分 方程 的 零 初 值 迭代 解 . 
g(x,t) = fi(x.1) +| | eG: -s)q(x,dy,ds). (8) 
进一步 , 若 了 是 非 负 的 , 则 f 是 (8) 的 最 小 非 负 解 . 
证 明 — 若 了 是 有 界 可 测 的 , 则 由 控制 收敛 定理 立 得 f(x,1) 
= lim f, (x,t) .在 定理 1 AY f, 的 递 推 式 中 ,用 控制 收敛 定理 即 
得 了 满足 方程 (8) 目 为 其 零 初 值 迭代 解 . 
若 V 是 非 负 可 测 的 , 则 ff, 在 定理 1 给 出 的 递 推 式 中 用 单 
调 收敛 定理 即 知 f 是 (8) 的 零 行 值 迭 代 解 .显然 了 是 (8) 的 最 小 非 
负 解 . 
定理 3 #Х АХ ЭНЕ = R, 且 对 固定 的 p Є [0,o), 
E, X luer] 存在 , 记 
V(x,t,p) = EX lies 
V(x,t,p) - E, | X, hed foes re € E,t > 0, 
WW V(«,t,p) 是 方程 组 
p(x,t,p) = 
g(x,t,p) + f рое simae dy. a9). (9) 
的 零 初 值 迭代 解 , o (x,t, p) = E,XiIu< ul: 而 V(x,t,p) 是 方程 
组 
V(x,t,p) = 
ei(xstsp) + | | lyst - s.p)q(z.dy.ds) (10) 


< 137 ° 


的 最 小 非 负 解 , 其 中 gl(x,tp) = E, 1 АР | dent: 

WERA ЖУ, (x): E— RA PERE AR, V. CX) а. ехе, ЕН 
定理 2 及 控制 收敛 定理 即 得 V 是 (9) УЗИН. 

用 类 似 的 方法 可 以 证 明 V E: (10) 的 最 小 非 负 解 . 


$2 补充 与 注 记 


本 章 结果 属于 刘 万 荣 、 刘 再 明和 伐 振 挺 . 
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З 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 有 穷 维 分 布 


$1 严 马 尔 可 夫 骨 架 过 程 的 定义 


WO, F, P) 是 一 完备 概率 空间 ,( 忆 ,为 是 Polish 空间 . 
定义 1 称 马 氏 骨架 过 程 民 = |X(t,w), 0s t< rlw) Aj* 
马 氏 骨架 过 程 ,如 果 对 于 骨架 时 序列 { ,| ,so TE S = (500,0, 
aE ET ET ARE: P PA G E Na E E. NS O A AE 
< = < b;x € Е;А € Gi = 1,°°,ksk = 1,2,4}, ME 
(i) 
ELX (tia) € A,,z,a —- z, = 4 | Х(т„)) = 
S(n;X(r,))A4)) Vn > 0,4 > 0,A, € &. (1) 
(ii) 
E(X(r, +4) € A, X(T + ta) € Anas 
Xt) € Arita € Tar —05 = # l (т) = 
8(5,7:,55X(r,)54,,,A); 
VhniO,k2:0xm & < *= Z tš 
A € #i=1,, k. (2 
(iii) 
E(X(r, + t;) € Ai, 
Х(т в) Arma т. = ё. 


LZ) = ECX (r, + 4) € Aii, 
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Xlr, ANE Арт = z, = © | X(r,)) = 
СХ t iX 244,7 Ap) 
Vn > 0;k > ЦО ty < < ty 
А; EGES L; sk, (3) 
Kn ,s(1,05:xsAso Ay) ЯЙ S. (t 000 tisz A n A.) 34 
Aj, A, © STENT ET tn no x ÉD? x 下 上 的 可 测 函数 ， 


p" = IC 65) 10m n <… < tul EO, o )* ËJ Borel AWE; 
当 ty, t,x 固定 时 ,关于 41,…, A, 是 2B* 上 的 准 分 布 . 
直观 上 ,我 们 用 一 列 递 增 的 马 氏 时 刻 | с, | 把 过 程 分 成 可 列 
段 1X(t,w),T < t < т, |0, ШАВИ Х(т, 1,9),0« 
t <t,,,; т, ERRE POI Х(т„) = x) 之 下 的 有 穷 维 分 布 相 
同 , 由 $ 按 (1) ~ (3) 给 出 . 
注 记 : 若 т, 几乎 处 处 有 限 ( 从 而 ,V n z 0, Ta -几乎 处 处 
有 限 ), 则 yk 二 1 
Salha Ane) ж 0. 
үЁ>1,% 
S(t is 3¥34),°, Ay) = 
Sh fas fy 55.41 s, A) = 


E(X(1) € Ai, X(t.) € Ar; 
X(r1) € А э < teu = 0 < © | Х(0) = =). (4) 
命题 1 BY = |X(:,o),0 < t < r(o)} 为 严 马 氏 骨 架 过 
程 , 则 
(i) X BACH, Q) - 过 程 , 且 
q(t,x,A) = S(t3%;A), (5) 
h(t,x,A) = S(t,5;x;A, E) + Sc(t5x5A). (6) 
(对 于 P(X(:) € 4,r > t, | X(0) = x) 这 个 量 在 有 些 章 中 用 
A(x,t,A) 表示 (如 在 第 1, 第 2 章 中 ) ,为 了 方便 ,而 在 另 一 些 章 中 
用 h(t,x,4) 表示 (如 在 第 3 章 ), 对 于 Р(Х(т,) € Aoc om t|! 
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X(0) = x) 也 有 两 个 记号 g(x,4,4) 和 g(t,x,4)). 特 别 , 当 r JL 
乎 处 处 有 限时 ， 


h(t,x,A) = S(1,0;x;A, E). (6) 
(i) VO t, < t4 «^ < t, < ю;х € E;A 7, A € £; 
则 
$(5,7,06525;4,,77,4,) A PEC +) Є А; 
X(t + b) € At; < т.т, | Х(т„) = x) (7) 
与 n XX, HUS 


S'(t,,- ty 3%3A,,°°°, Ay) = 
$(15,77,5,95;x; Ai," A, Е) + $.5(55*7,t5x54, = Ay). 


(8) 
特别 , 当 т, 几乎 处 处 有 限时 ， 
SC = 
S(t, yta y © 3x%3A;,°°°,4,,E). (8)' 


证 明 ”由 定义 1 及 定义 1.1.1 和 定义 1.3.1 可 直接 得 出 以 上 
结论 . 
命题 2 WY = 1X(1,w),0 <: < rlw) 为 严 马 氏 骨架 过 
程 , 则 

(i) 

P(X(r, +t) € A | Х(т„) = х) = 
P(X(t) € A | X(0) = x) = 
P(t,x,A) Vnz0O,t 20,xC E,AC Z. (9) 

(ii) 

P(X(t) € A,r, < t L) = 

P(X(t) € A,v, < t | X( 2.) t; 

X(z; a) stein’ vO) = 

P(X(t) € A,z, = t| Х(т,),т,) = 

Р(ї-т„,Х(т„),А)1 ш Vn 20,t>0,A € Z. (10) 
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证 明 (i) 由 定义 1.1.1 和 定义 1.3.1 类 似 于 (1.3.13) 的 证 
明 ,可 得 
P(X(r, + t) € А | Х(т„) = x) = 


22 | h(t — s,y, A)q''(ds,x,dy) = 
k-070 ЈЕ 


P(X(1) € Al X(0) = x) = P(t,x,A). 
(ii) 注意 1X(1) ,zt < t| AF z, Бо —3À, HEM 1.2.1 All 
(10) 中 前 两 个 等 号 成 立 .使 用 (i) 的 结果 ,类 似 于 引 理 1.3.3 的 证 
明 方法 ,可 证 (10) 中 第 三 个 等 号 成 立 . 


$2. 严 马 尔 可 夫 骨 架 过 程 的 有 穷 维 分 布 


本 节 我 们 来 给 出 严 马 氏 骨 架 过 程 有 穷 维 分 布 的 递 推 计算 公 
式 : 

É X = |X(t,w);0 < t < т(о) 为 严 马 氏 骨架 过 程 .Y0 < 
th << t, < O;x € Eh;A,…A, € 5589 
P(t4-,t om Ms A 
P(X(n)€ AX (tn) € A. | X 0) = я) n> l,m > 1. 

(1) 

下 述 定理 是 本 文 的 主要 结果 . 

定理 1 车 了 为 严 马 氏 骨架 过 程 , 则 

P(t,,x,A;) = 


>| [ans Gs = 354,45), 


VO=< t, x € E,A; C ë. (2) 
PCH sts vA Ay) = 


EM | q''(ds,x,dy)[ $9 (ti = 5,t = s; y, A, ,A;) + 
n-040 E 
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АЕ | S(t, = s,du;y¥3A,,dz) P(t, = SS u,z,A2)), 
Án E 


VO = t < ty yz € E,A4,,A; C &. (3) 


PEW aue IM a AL) = 


Df [at (sons aos C = gost = $373A15°°°, An) + 
n=0 


m-l ny -s 
“ш | S(t; = 5,*7,t, — s,du3y3A,,°°*,A,,dz) ° 
kale ts E 


P(fa-4-—344-—35-—4. 4545.4) |, 
Ym > 2,0 = ti < < taya € E3A,,°°,A, € & (4) 
Ж, (2,5,4) S nun зе; Ау, A) 由 (5) ~ (8) 给 出 (由 
S 唯一 决定 ); 而 q'"^(1,x,A) 表示 9 自身 的 n 重 卷 积 , 即 
q` (t,z,A) = Bu(z)Slo(i); 
q’'(t,x,A) = q(t.x,A); 


q’"(t,%,A) = [ads xa^ C -5,yX,A), n >2. 


(5) 

为 证 明 上 述 定理 , 先 给 出 以 下 引 理 . 

引 理 1 车 站 为 严 马 氏 骨架 过 程 , 则 Yn>=0,k=1,0< « 
"有 

P(X(t,) € Arst X(t) € Ays 

Хин € Anise EA “ту =l. 

X(t.) 5 7, XG yz. r (ON = 

P(X(t,) € Ass X(t) € A, 

X(r,a) € Aiit, S ty tk < Жалы Os ee 

X(2,),rj)) = S(t, Bs туз X( 95A, 55, 

Ais Arna) Me en x Wigs ctl (6) 
特别 , 当 K = 1 时 有 
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P(X(S):€ Ay Xét, 4) E Ass 
tEh Tee He ee t. | X 
Кт Tae ,X(0)) = 
P(X() € Ay X( tui) Є 45, = 
Ë < Baste — eS š | TED) = 
S(t, = Tasti Х(т,) 5 Ars A cnt ` и: (7) 
证 明 ”由 定义 1.1 中 (1.2) 式 ,类 似 于 引 理 1.3.3 的 证 明 方 
法 ,可 以 证 明 , 对 于 任意 闭 集 A... Ay € 各 (6) 式 成 立 .注意 5 关 
于 А, A, 为 准 分 布 及 条 件 期 望 的 性 质 , 使 用 4 — 五 系 方法 可 证 
明 , 对 于 任意 A... A, € 多 (6) 成 立 . 
以 下 证 明定 理 1, 我 们 先 证 明 (2)、(3) 两 式 , 然 后 证 明 (4) . 
从 命题 1.1 的 (1.6) 和 (1.8) 知 h(t,x,4A) = S'(1,x,A) HE 
38 1.3.2 证明 中 的 (1.3.13) 得 
P(t,,%,A,) = 


СТ - 5,4) = 


У a Gen as Edu, 


Bl (2) 成 立 . 
у0< ti < t5x € E,A,,A, € ERRA 
P(t, 5t23%3A,,4.) = 


P(X() € A,, X(t.) € А, | X(0) = x) = 
SP) € Ar. XG € Ady 


ты by < Tay, | X(O) = x) = 


>, POCO) € A,, X(t.) € Az, 


n-0 
r, =< f < ty < ral X(0) = <) * 
P(X(t,) € A,, X(t) e Ax, T, < 


t < Tae) == tz | X(0) = x) ] = 
> [q Cay + BG), (8) 
而 
1 (n) = P(X(n) € A, X(t) € 


Az 5T, = t, < tz < Tasi | X(0) = x) = 
| Ext. +t, 一 т.) Є AnA E + ty = г.) € 


AÁ;,0 = = ç, < b& — £, < т 


т, | X(z,),7,, X(0)] P(do | X(0) = x) = 
[s = Tash- Ta) 3 A1 s A2) Ц. 2.1 P(dw | Х(0) = x) = 


ИЕС = 5,1, - 83¥3A,,A2) Р(Х(т,) € 
0(у,ау), т, € O(s,ds) | Х(0) = x) = 
[f atas n asc — 8,19 — 55 y5A41, 45) (9). 
其 中 ,上 面 第 三 个 等 号 的 证 明 类 似 于 引 理 1.3.3 的 证 明 ; 第 四 
个 等 号 中 作 了 积分 变换 T: — [0, ©) x E,T(w) = (z, , X(z,)) 
= (5,у) 并 使 用 了 正则 条 件 概 率 的 存在 性 ;最 后 一 个 等 号 由 引 理 
1.3.4 得 到 . 
L(n) = P(X(t,) € A; XG) € Azt < 
h < tig hl XO) = g) s 
f =L xG.) € A, X(t) € Art < 
ty < Zn+l 三 ty | X(r,),7,, X(0)] * 
P(da.| X(0) = # = | BIEL xG.) € 4,X05) € 
A5, T, < ty < Tani = lo Ix] 
| X(t) ta Х(0) | - P(dw | X(0) = x) = 
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| BIEL X(4) € А t 1% J 


l e er ence 
XC E ^ Ic, wt «n, ul 


| X(z,),7,. X(0)] * P(dw | X(0) = x) = 
| Ei pc = Tat» X(Tay1) 45) * 


$i 4 
lie «5l IX(4)€ 4,1 lis es ce, 


| X(c,), 7, X(01 - P(dw | X(0) = x) = 


| =p, s= t= (Tass Er Ta) > X (Ta) A2) S 


lixe Eal Е lj, e ec, 7 7, c 


li. <1! | XCrz), $0) | s P(dw | X(0) = x) = 


| Pde | X(0). = otf | | Pa, = т, — u,z,A,)ll,eal * 


Цас euet, » lie sql j 
P( tay - т, € 0(u,du), X() € 0(у, dy) 
Xe.) c O(z,dz) | X(7,),7, XO) - 


| Piao XQ) = x) * li aui ' 
[rfr oen 


Pc = Ti € 0(u,du), X(t,) € 
A XE) 在 0(z,dz), т, xdi < taa 
| X(z,), t, X(0)] = 


| P(de | X(0) = z) li aui 


[so - r, ,du;X(r,);A, ,dz) 。 


P(t; eu a ш,2,А,)] = 
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Г [se z $.dusysA, dz) P( 15 — 5 — u.z,A>) ] i 


P(r, € 0(s,ds), X(z,) € 0(y,dy) | X(0) = x) = 


МЕСЕСТИ) | 
Dus 17+ Е 


S(t, = s,dusysy dz) P(t, — s - u,z,A)]. (10) 
其 中 , 上面 第 四 个 等 号 使 用 了 Ux reas ` leege 关于 
Z ， 可 测 ;第 五 个 等 号 由 命题 1.2(ii) 得 到 ;第 七 个 等 号 利用 了 正 
则 条 件 概率 POI XC) tn, X(0)) 的 存在 性 及 积分 变换 7: 0 一 


[5, we Ex E, T(o) = Ue n Xt - (анод: 
第 九 个 等 号 由 引 理 1 得 到 ;第 十 个 等 号 中 作 了 积分 变换 T0 > 
[0, ©) x E, T (o) = (z, , X(r,)) = (s,y); 最 后 一 个 等 号 由 引 理 
1.3.4 得 到 . 
结合 (8) (9) 和 (10) 知 (3) 成 立 . 
以 下 证 明 (4). 当 m = 2 时 ,(4) 变 成 (3), 设 m > 2. 
P(t) pest 4 57 Ay Aya Añ uy = 
P(X(t) € A. X(t.) € Ase, 
X(t,) € A, | X(0) = x) = 


2j PO) € A,,X(5) € А» 

YG.) €um = B: е ni Ї XO) Das 
MPO) € AX) € As 

X(t) € Aust, Sty < ty < te ena | Х(0) = ж) + 


S PO) € A,,X(5) € А,,--, 
k=1 


X(t, ) € Atm < e$ XXe X(0) = x)] 2 
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= m-l 
> [44 Ga) + »La(n, &)]. (11) 
n=0 =1 
类 似 于 (3) 的 证 明 中 1, (n) 的 计算 ,有 
qn) = PCX(t,) € A, XG € bss 


X(t,) € Р. Р са < t, << E < та | X(0) = x) = 
| [a son d) S (и = sst в, 
0 E 


tm — 53341542 ,77, An) (12) 
类 似 于 (3) AUER (n) 的 计算 ,有 

qi(n,k) = P(X(t;) € A,X(5) € Aas» 

XG NE At, Shy c^ Oh € ы = 

ti | X(0) = ж) = 


[etx a) € A,,X(t2) € 4,7, 


XQ) € At SZ <s < $ ë Sua = 
tirl | X(r,),7,,X(0)] ° P(dw | X(0) = x) 


| BIEL xG) € A,,X(&) € Ay, 


AE Apt eh € 24 24,2 

tin | 11 XCr,) c, X(0)| P(dw 1 X(0) = z) = 
| EVEL X(t.) C Airs?» 

X(1.) € A, tua < бы EE 1 у lx EA, G6 4 N 
li. ene cher! | X( tq) rz, »X(0)} " 

P(do | X(0) = 2) = | EI P(t - ai 


te =, X (Tig) Aga A) * 

хаа, xed! * Ше 1" 

li, e nao! | Xtra) от, XC] = 
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P(do 1 X(0) = x) = | P(dw 1 X(0) = 3) - lise 


a 
by — Te — Us %sAgyrs AS) ° Plta 


r, c O(u,du),X(t,) € Arnes ХС) € Arsă (tai) € 
O(z,dz),t, = tit; < tay | X(z.,),z;,X(0)] = 


| pla ГХ(0) = xU ent ' 


T u 
| [Рае <a, 
f T, E 


Ls — = йуу А дз» An) S(t; = T3 9 
f, — 7,,du5 X(1,)54,,77,4,,dz)] = 


[| is € 0(s,ds), Х(т,) € 


P Oba = z; = ще» 
JE 


0(y,dy).] XO) = ot^ G — 


t, — 5,du5y5A,,77, Aj, dz) ° 


Pig; — $ — U, t, — $ — жу Аа? A, )] = 


уаш“ э 

tf — $,duzysA;,°°*°,A,,dz) © Pll — $ -us 

ts -5—3152555:5* 54, )- (13) 
结合 (11)、(12) 和 (13) 知 (4) 成 立 . 

定理 1 证 毕 . 


$3 ”补充 与 注 记 


本 章 结果 属于 侯 振 挺 , 刘 再 明和 邹 捷 中 [4] . 
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§1 引言 


i E H Polish ZE, (W, 2) 是 可 测 空间 ,给 定 其 上 一 概率 测 
度 族 | P.;x € El,n(w,dy) A(W,A# x (E,8(E)) 上 的 随机 


Ken = W x E,9- BO 2 E),Q = 119,(9, = 2,7 = 1 
j=l 


2,…) HRR Borel B QZF = Fj = 1,2,…) .进而 ,我 们 定 
XCE, AX E)) x (0,A ER BUR x(x,dw) 如 下 : 


lai, A) = [Jeu A € % (1) 

Ж о = (w,y) ,下 面 的 定理 是 Ionescu - Tulcea 定 理 的 直接 推论 . 
定理 1 存在 (0, QF) 上 唯一 的 概率 测度 族 |P,;x € El, 
使 得 对 任何 (][ п, P = 1,2,…) 上 的 可 测 函 数 F(w ,ws， 


в), 
E,[F(w,,*…,w,)] = 


fo Jed) (x des) m Gd) FG can) (2) 
xx 
HP w = (ш, ж). 
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$2 ”过程 的 构造 


以 下 我 们 假定 = (X,,(w)) 为 定义 在 (有 ,. 移 上 取 值 于 天 
的 右 连 续 随机 过 程 .|. 罗 ;t > 01 为 其 自然 - 域 流 ,| P,;x € EI 
HW, D) 上 的 概率 测度 族 .为 以 下 叙述 方便 起 见 ,我 们 记 为 碟 = 
IW, 2, P. x € EF,X.(w)}( 与 通常 不 同 ,这 里 未必 是 马尔 可 夫 
过 程 ) .另外 我 们 还 假定 .及 = BB A B ATE) .同时 还 假 
4E X RAR A € Е; ТЕН gw) 以 正 概率 有 限 . 
现在 ,我们 来 定义 一 个 新 的 过 程 Y(w),w € 0 ,首先 我 们 令 
w = (u,y) € N= Wx E, o = (0,03 77) € Q,Xh o, = 
(wj, y;) ,定义 
> inflj; £(w;) = O}; 
N(ë) = i a) 
我 们 在 (万 , QZ) LEX Y, (o) 如 下 : 


X, (w), HO<t< Glu); 
X. cup (02), 车 tw) < t < (бю) + Elw); 


Y,(w) = Х, haqe), E» £Cw;) «ise S ts 


Мо) 
A, AB t > 2; tw). 
(2) 
其 中 对 w = (w,y) € 0, X, (o) 如 下 定义 
X,(w),t < (w); 
X. (w) = ке = elwy: 


#761: s 


于 是 Y (o) 的 生存 时 间 为 


tlw) = У Ук. (3) 
一 步 , 我 们 引入 一 列 随机 时 刻 | z, (w);n = 0,1, 
t(w) = 0,r(w) = 7,(w) = 
= nA Nw) 
Elw) etala) = > Elw). (4) 
ЖІ X ulw, E\ļA}) = 1, 则 P.C, < t) = 1,z € 


EN {4}. 
引 理 1 设 |P,;x € E|] 如 定理 1.1, 若 令 


0, = lo; Y, (o) 关于 Ch, 
MJ Р,(0,) = 1. 
证 明 见 Ikeda N, Nagasawa M and Watanabe S[ 1]. 
根据 上 述 引 理 1, 我 们 可 将 О ЈО. 


k 
设 e, ёй — 000, = п) 的 投影 映射 ,并 定义 


k 
А = gi (QF Ao, 


= V Z, -@⁄/ñ,, 

A = "IB, ЖЕУ a « tl. 
ЖР Ў, = F = Ne QAE), Л = a|X,;s < t},AM% = (BN 
(,;B € .8. 


为 了 引入 新 的 Borel 域 ,我 们 需要 
定义 1 设 FT(ow) 为 定义 在 2。 上 取 值 于 [0, oo ] 的 随机 时 刻 ， 
ww’ € Q, 称 为 Rr- 等 价 的 ,并 记 为 w ~ w (К) ,如果 
(a) T(w) = Tlo’); 
(b) X,(w) = X,(w’), Vs < Tlo); 
(c) Ж nlo) < Tlo) < talo) < E(w), Wao’) < 
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Ss! 


T(w') < cao) < Elw’) H. ri(w’) = ti(w), Мј = k; EIET, 
T(w) > Elwa), M T(o') > tlw’) H. zo) = qlw), Vj > 0. 
其 次 我 们 定义 


Bx 
w € А, ~ w (Ri), 则 w’ € A}. (5) 

BR, Br OQ, ЕЮ Borel KK, A 22, 具有 如 下 性 质 : 

引 理 2 (1) |: > 0} 是 0。 上 递增 Borel MH. BB 22 c 
Bis <t) BZ cp Km НТ(о) = LEX 

(ii) WHT n, c, 是 .多 - 马 氏 时 刻 ; 

Gii) T(w) Æ B, (Ba) - 马 氏 时 刻 当 且 仅 当 ; 

(a) Tlo) EB- 可 测 的 ; 

(b) Xi Tlo) < (HE, Tlo) < 1), о ~ w (R), W T(o) 
= T(w’); 

(iv) # THA, - 马 氏 时 刻 , 则 

B, = |B;B € ABE BN IT «i € Z, WHA 0 成 立 |. 

WEBB (1) 显然 , 往 证 (ii) , 设 T(o) BF, - DRAMA о 
€ IT «1| € Ho ~ w (R), WEB, HEX BATA o! € 
IT < t, BI Tlw) < 1, BE Tlo) < s < T(o') <t, Wo € 1T 
< slw ~ w (R), ili w € IT < sl, FB. 因此 Tw) = 
T(o') .反之 , 若 T(o ) 满足 (a) 和 (b) , Ш L| T < £1 € BAX + 
€ IT «ilio ~ o (R) Шао € |T< | AETHER, 
BU Ty Z - 马 氏 时 刻 ,这 便 证 明了 (证 ) . 

EWE (iii) ,显然 + 是 . 罗 - 可 测 的 ,其 次 设 w E 1c, selo ~ 
o' (R,) WHE Y, (о) = Y,(w’), V s < t, EA r, (^) < tit 
ii 5 (i) FEAT z, (о) = r, (o), RIEA Gi) EA c, WB, - 马 
КЕ]. 

最 后 , 往 证 (iv), 设 B 满 足 BN IT < l € Z.vrz 0o 
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€ Bw ~ wl Rr) WERS t = Tle) Wo € BN IT = (| 
€ # Bu’ ~ w(R,), 因 此 由 w' € B Y IT = cd RIA S! € Bii 
BEB, RZ BED, Moe B IT <t| Ra’ 4848 ~ 
w (R), WEG) 知 T(o) = T(o'), Alb o ~ w'(R;), 这 意味 着 
w € BHw’ € BN IT e i. BITi € Z. 

现在 我 们 定义 推移 算 子 0, : Q, - 0, 如 下 :对 w = (wi , «5, 

б = (wkis wr). 
由 定义 可 直接 验证 
Ү,(д) = Y ulw), Vtz0,o € б, 

因此 , 4] 1E S ZR AY ЖЕ ЖЗ 9 PE FF: 

定理 1 RX = |W,@ ,P,,x € Е,Х,| 是 EE 上 的 右 连 续 随 
IEA € Е УН), WE Bao = BF y(w,dy) ECW, 
B) x (Е, E)) 上 的 一 个 随机 核 , 则 了 = lAo BoP, € E, 
Ү,| 是 上 的 右 连续 马尔 可 夫 骨 架 过 程 ( 公 为 其 极点 ),z 为 其 生 
存 时 间 ; 且 

(i) (Xt € £,P,] SIY. t < c, P,] SH; 

(ii) V B € J2,A € AEA 


P,(losw, € B, X.(o) € Al) = [P hio, A) 


定理 2 设 X = |W,Z,P,,x € Е,Х,, | E: E LORE 
随机 过 程 (全 € E BAR AA) WE Bo = BF q(x,dt,dy) 为 
XE XLTE E x [0, о) x ME) КЕЕН, EEA, ф(х, [0,1], A) € 
F x,t OAW. ХЕ x,:,9(x,[0,:1, 2 AE) 上 准 分 布 . 且 
q(x,dt,dy) < F(x,dt) = q(x,dt, E). id q(x,dt,dy) 关于 
F(x,dt) 的 Radon - Nikodym 导数 为 0(x,1,dy), 取 

x(w,dy) = Q(x,t,dy),# (w) = 1,Х,(0) = x 
WY = [Bo BoP, € E,Y,| 是 EE 上 的 右 连 续 马 氏 上 骨架 过 程 
(A 为 其 极点 ).《 为 其 生存 时 间 . 且 
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(i) 1X,,4 € Е.Р SIE, t < c; P. | 0; 
(a) POE É dye, S11 heave | Ds. 8 AY FS di). 
' 0 


证 明 由 定理 1 立 得 . 
$3 定理 的 证 明 


本 节 我 们 来 证 明定 理 2.1, 为 此 ,首先 给 出 几 个 引 理 . 

引 理 1 对 每 个 = 1,2,…, 有 .多 = By, V 81 (3). 

证 明 BRAZZ, V 07 (HD). FERIER cB, 
V 0; C) ,为 此 ,只 须 证 明 , v B € FA 1o so; € BINA € Z. 
V 0; CZ) 成 立即 可 ,其 中 = (0; 02,7). EKRE, Ñj > ЕБ], 
[озо € B| N O, = (о; (0,0), € BI 10, € 09; C) 4 j < 
kit, lwo; € BLN AEB c &,. 

引 理 2 Tlo) Ж Bio - BRAGD, — BRA), 
对 每 个 非 负 整数 下, 在 Qu x Q, EXMETE Tí Go ,w') ,满足 : 

(i) T.(w,0') WB, OP- 可 测 的 ; 

Gi) 对 固定 的 w,T(o，.) Ж.Ж - BRAC Z, - BR 
时 刻 ); 

(iii) T(w) V alw) = (o) + T, (o,0,»). 

ШЕ UE T(o) WB - 马 氏 时 刻 , 且 记 

Ti(w) = Tlw) V rlo) - rlw). 
则 由 前 述 引 理 可 知 , 存 在 .及 @ AAW BR T Co o^) ,满足 
T(o) = iD, Uy. 
这 里 ,我 们 修正 T, 
T,(o,o'), ЖҮ, (w) = Yo(w’); 
ою, # Y, (w) = Ү,(%'). 
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n.a) = | 


GAR Ty Co o) WEA, 6) 9 可 测 的 ,余下 的 只 需要 证 明 (i) ,由 
引 理 2.2(ii) 知 ,我 们 只 和 需 证 明 , 若 Ti(w,wi) < tw, = o; CR, ) , Bii 
Tlam) = Kloso): F z (a) = sE o = (әу), = 
(wiw), w = (wi 2,7), MH Т, (ww) < ta, ~ (В) 
RIA, Y. (w) = Yo(w,) = Yolo). 因此 , 若 取 
ta" = (0,,75,0, 0 ,w ,**-), 
e, = (ву 5°77 Qy 01 ,9 ,**-). 
注意 到 c, (o) = c (95) = rlw) = s. 我 们 便 得 
w ~ wi = w',(R,,). (1) 
此 外 ,我 们 还 有 
Oye"; mom (ë= 1,2). (2) 
这 样 ,由 (1) (2) ARR w, ~ w^; (R5) 得 
T,(o,w,) = T,(w;,0q";) = 
tlw) V T(w’;) - (o) = 
tlw) V T(w’;)-s, i212 (3) 
及 
vlw) V Tlo) = rlw) + Tí(o,,)) < st. (4) 
根据 引 理 2.2(ii) ,由 (4)、(2) 两 式 可 得 
tilwi) V Tlw) = rlw) V Tlw’). (5) 
Hy (3) 式 即 得 T,(w,w,) = Tlw, w). 
同 理 可 证 7 为 2 - 马 氏 时 刻 的 情形 . 
引 理 3 (i) 对 任意 B € . 罗 及 4 € . ,成 立 


Р,(А,д € B) = E.P, (В);А]. (6) 

(ii) Ф (0,1) 为 Go x [0,0] EHAR BOZO, ©] пр 
函数 , 若 olw) > 028 2, - 可 测 的 ,4 CB, , 则 有 

E,[ g(0,0);A] = Е.Е, [¢(-,s)] baad (D 
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(iii) BE g(w.w’) WO, x Qo。 上 的 有 界 B. OR- 可 测 函 数 , 则 对 
(ER. A € B, 有 
E,[ g(w,0w);A] = Е.Е, Lect, -)] 1z.,:41. (8) 
证 明 УЕН (і), КА, € F,j = 1,2, ---,п, НР, 的 定义 可 
知 
P. (lw;w € Aj,j = 1,,n]) = 


I, e zx do, )n(Y, (о), dw) n(Y, | (9), doi) ° 
|, “|, n(Y, (9) on) nl Y, (w), dw) = 


|. “|, z(x,do, )x( Y. »dwz) n(Y, 


Tja 


sdo) ° 
P, (jase, € А] = k1,-,nl). 
这 便 证 明了 (6) 式 对 4 = 1m; oi € Ai € Ay] RB = loy, 
в € Ais ma € An | 成立 . 按 通常 方法 可 证 (6) RXT A E Z, 
及 B € BR. Gi) 可 由 (i) 按 标准 方法 证 得 . 
FEE (iii), BAT FONE g(w,w’) = gi (o) go) Ж д, 
为 .及 - 可 测 的 有 界 函 数 ,g; 为 B — 可 测 的 有 界 函 数 , 则 由 (i) 立 
得 结论 成 立 ,再 根据 标准 方法 可 得 (8) 式 . 
引 理 4 设 g(x,1) 为 Ex[0,%m) 上 的 有 界 可 测 函 数 , 则 对 任 
Mk RAC BoA 
E,[ g( Yaa) (био), r(Öw)), A] = 
E.[E, [zg(Y,,r)];A]. (9) 
证 明 
ЕГЕ, [СҮ ,т) lA] = 


Е, Е, as)le(¥.+7) 134]. 


К 
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由 引 理 3 可 知 上 式 等 于 
Е, [E, Е, (Е, [g( Ү,,т)]];А] = 


E, [Е, [g(Y.,r)];A] = 


Elg Yea) (дио), (до) 3A). 


定理 2.1 的 证 明 根据 马尔 可 夫 上 骨架 过 程 的 定义 及 引 理 2， 
我 们 只 需要 证 明 了 = (Y,, P, , Bao) 在 每 个 c, 处 的 马 氏 性 . 设 / 为 
EE 上 的 有 界 可 测 函 数 ,满足 f( 公 ) = 0. BR т, H Bao- SEMA, 


WA € B, ,下面 我 们 来 证 明 
B,[f(¥,,..)54] = ETE, COT) 141. 
T ~ 
= E,[/(Y.,,):A fl {тыл < z, + etl, 
П = E.[f(Y,,..)3A A Eres dem ep zt], 


则 显然 (10) 式 左 边 等 于 工 + H mu 
EA Y sr, +t < кылы = 
E.[f(¥,(6)) 5t < r(0,o),A]. 
由 引 理 3(iii) ,上 式 等 于 
ELLE, [/(Y,);t < т]] = 


E.[E, (Yit < r];A]. 


其 次 ,需要 证 明 
[s Е, [Е, СУ, );т = t];A]. 


事实 上 ， 
ЕЕ, [f(Y);r < t];A] = 


E.[E, Lf Y... (Oo));ri x t];A]. 
由 引 理 3 知 上 式 等 于 


ЕГЕ, [Е, СИС 23] PET < t];A]. 
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(10) 


再 由 引 理 4, 上 式 又 等 于 

E,[E, 0, д, УУСУ, wd I. 1 Uo р) = и 3t:(Ow) < 15A]. 
因为 r (O4) = ri = rt 所 以 

E,[E, ig) SCY,- 2] laaan ti (Ow) < 13А] = 


n ү”) 


ACA TRES se 


Наа - mx < t| П AER, - 可 测 的 ,根据 引 理 3 可 知 上 式 
等 于 


=u 74.1 — Tk S < t5A]. 


m 


Ia - eina f Y... A „(0.1%))] = 


7i 
ЕДЕ Кый я 
[ 


E, 
E, fCYv, + А П ina <u +t] = L. 


$4 补充 与 注 记 


本 章 的 内 容 是 侯 振 挺 、 李 俊平 、 刘 万 荣 和 刘 再 明 新 近 的 工作 . 
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$1 引言 与 定义 


随机 过 程 的 随机 时 变换 在 理论 上 和 应 用 中 都 有 着 十 分 重要 的 
意义 .Dynkin[ 1] 提出 了 一 类 变换 马尔 可 夫 过 程 为 马尔 可 夫 过 程 的 
随机 时 变换 ,这 类 变换 被 用 来 由 Wiener 过 程 构造 广义 Brownion 运 
动 .Feller[1] 提出 了 另 一 类 变换 马尔 可 夫 过 程 为 马尔 可 夫 过 程 的 
随机 时 变换 ,并 用 于 由 Wiener 过 程 构造 对 称 稳定 过 程 .Richard.F， 
serfozo[ 1] 研究 了 半 马 尔 可 夫 过 程 的 随机 时 变换 问题 ,给 出 了 变换 
一 个 半 马 尔 可 夫 过 程 为 半 马 尔 可 夫 过 程 的 随机 时 变换 . 

本 章 讨论 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 变换 问题 , $ 2 讨论 了 变换 一 
个 马尔 可 夫 骨 架 过 程 为 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 问题 (一 般 情 形 ), § 3 
讨论 变换 一 个 齐 次 马尔 可 夫 骨 架 过程 为 齐 次 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 
随机 时 变换 . § 4 讨论 了 对 概率 已 的 变换 , $ 5 讨论 了 马尔 可 夫 骨 
架 过 程 的 样本 空间 的 变换 .其 中 诗 的 定义 见 本 书 第 1 章 . 

定义 1 设 iz,,t = 0| 是 定义 于 概率 空间 (2 ,和 BP) 上 的 一 右 
连续 , 非 负 实 值 随机 过 程 , 且 对 任 一 上 0, т, ELF) ФЕВ. X EE 
XF(0,F% P) 的 一 马尔 可 夫 骨 架 过 程 ,记忆 ,= X. ,t > 0, 则 称 


X = {X,t 0 为 马尔 可 夫 骨 架 过 程 半 的 由 随机 时 1,,t > 0! 
确定 的 随机 时 变换 . 
本 章 中 假定 1g,,t > 0} (0,AP) 上 取 值 于 (([0, е), 
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JA | 0, оо )) 的 | 元 | 适应 过 程 ,具有 单调 递增 的 右 连续 轨道 .不 妨 
设 go = 0,o По a.e,t— o 时 . 设 

(A1) Xa.e.w € О, s— o, (о) TER Т, (о), т(о), п 
= 0,1,2,… 处 连续 .( 其 中 了 7,,n = 0,1,2,… 是 马尔 可 夫 骨 架 过 程 
X = 1X(t),t < cl 的 一 骨架 时 序列 . 若 o, 连续 , 则 (Al1) 显然 成 
x. 

(А2) ”对 任意 自然 数 n, 令 o, = Pru- Gr, Se, deo ( X, ,,, 
s > 0) 可 测 的 . 


$2 一 般 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 随机 时 变换 


本 节 讨论 一 般 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 随机 时 变换 . 

定理 1 若是 一 马尔 可 夫 上 骨架 过 程 ,| 只 | 右 连 续 ,1 o) 满足 
条 件 (A1)、(A2), 则 鞋 的 由 随机 时 | x, = infis,g, > tl,t > 0] m 
定 的 随机 时 变换 X^ 是 一 马尔 可 夫 骨 架 过 程 . 

在 给 出 定理 1 的 证 明之 前 , 先 给 出 几 个 引 理 . 

引 理 1 者 | 多 | 是 一 右 连 续 的 o - WH, TELZ, 停 时 , 则 

AC XX үгь 0, Л (т< 1) Є Я. 

证 明 由 测度 论 的 常规 方法 即 得 . 

引 理 2 EEMI 的 条 件 下 ,对 任意 上 = 0, 有 JEÉLZ]) 停 时 ， 
NEF AZ, t > EMKA ETRAF. 

证 明 不 难 利用 引 理 1 得 出 . 

3123 id T, = pron = 0,1,2,…, 则 7T, L| РН 
Fy „й =0,1,2;==. 


证 明 Hr 的 定义 及 o, TE T, 处 的 连续 性 得 :对 Yt m 0, 有 
Ier, < 11 = pa > T.I. 
所 以 对 Ys,t 二 0 有 
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Б 马尔 可 夫 骨 架 过 程 积分 型 泛 函 的 
分 布 和 矩 及 其 应 用 举例 


§1 引言 


WO, P) 为 一 完备 概率 空间 , (Е, 2) 是 Polish 空间 ,X = 
1X(1,0)50 < t < т(о) ЖЕ XECQ,. P) ERA E PHS 
尔 可 夫 骨 架 过 程 . 本 章 只 考虑 具有 齐 次 马尔 可 夫 骨 架 随机 过 程 的 
积分 型 泛 函 ,并 将 “ 齐 次 ”二 字 省 略 . 

设 V(:) 为 E 上 非 负 有 限 可 测 函 数 , 令 


rlw) 
ew) = |. V(X(1,o))dt. (1) 
£9 (9) = |” vaio». (2) 
HAM ё ЯП £ (п = 1,2,…) 是 随机 变量 上 且 以 概率 1 有 
EA E(n fw), 


关于 积分 型 泛 函 的 研究 始 于 王 梓 坤 [3] ,他 完全 解决 了 生 灭 过 
程 的 积分 型 泛 函 的 分 布 和 拖 的 计算 问题 , 侯 振 挺 、 郭 青峰 [1] 对 齐 
次 可 列 马 尔 可 夫 过 程 解决 了 上 述 问题 ;新 近 , 侯 振 挺 ` 刘 国 欣 \ 周 飞 
将 侯 振 挺 、 郭 青峰 [1] 的 结果 移植 于 半 马 尔 可 夫 过 程 . 本 章 对 马尔 
可 夫 骨 架 过 程 讨 论 上 述 问 题 . 令 

F,(t,x,A) = P(E®™ < 1,Х(т,) € А | X(0 = x), (3) 

F(t,x) = P(£ t| Х(0) = x), (4) 


$,(A,x,A) = | er. (tin, 4), (5) 
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(1,2) = | e*FG а), (6) 
ó (Asx, A) = 1-@,(A,2,4), (7) 
d(A,x) = 1- Ф(А,х), (8) 
T,,(x,A) = E[(£?7)^,X(,)€A | X0 = x], (9) 
Tos) = Tua E). (10) 
T,(x) = E[£* | X(0) = x]. (11) 
并 设 oo = 0,0, = т, - vt. n > 1,4 
G,(t,x,A) = 


pif" V(X(s))dses,X(o,) C A | X(0) =x). (12) 


引 理 1 F,(1,x, A) 满足 如 下 递 推 公式 : 
F,(1,x,A) = Е" (1,x,A), (13) 
其 中 
F'O (t,x,A) A dj0,0)(t)d4(x)5 
F'Ü(1,x,A) A F,(t,%,A) = 6,(t,%,A); 
Е" (12,4) af [ POP (аз, 2,4) G.G - 5,9,4). 


(14) 
证 明 n = 1 时 ,(13) 显然 ; 设 (13) 对 n 成 立 , 则 
Fai) = 


p V(x(:))ds e t£,X(v,,)€A | XO) = zy = 


f efi WIG) se be VE 4 | enn = x]- 
ШЕ ихо) P (do | X(0) = x) = 


fS ELST voroas < £- u, X Con) € А]. 
EJO 0 
P(| V(x(s))ds € du, XC.) € dy | X(0) = x) = 
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| | Е" (du, x,dy) G, (t - u,y,A) = 
J ESO 


PO oA). 
推论 1 WR Ao, | 5, 为 独立 同 分 布 的 非 负 随机 变量 序列 , 则 


F° (t,",A) = е" саз, х,а) - s,y,A), 


其 中 
G(t,x,A) ^ 


pq" СОЕ = t, Xie € A | 3005 = x) 


F'(1,x,A) = G(t,x,A). 
引 理 2 6,(A1,x,A) 由 次 之 递 推 公式 唯一 决定 : 


B xA) = [Ф.А (А ,х,ду)в,(А,у,А), (15) 


其 中 
Ф,(А,х,А) = ô, (x), 


i v BA) = [i e "G,(dt,x,A). 


证 明 由 引 理 1 取 Laplace 变换 即 得 . 
引 理 3 7,,(x, A) 由 次 之 递 推 公式 唯一 决定 : 


Tia) N F,(dt,x,A), (16) 


T, (x,A) = D G| as 6 rao. (17) 


Jib e d) = L iG, (dt, y, A). 
证 明 
T;,,(%,A) = 


EL (| v(X(3))a)* xe x | x(0) =-=] = 


| erra). 
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ЖЇН X fe c, 的 马尔 可 夫 性 可 得 T, (x, A). 
$2 (H,Q) 过 程 的 积分 型 泛 函 


定理 1 REXHA, Q), M F, (t,x, A) 由 次 之 递 推 公式 
唯一 决定 : 
F.(t,x,A) = F'?(1,x,A), (1) 


其 中 
F^? (1,x,4) A до) (2) 0,0), 


F7 Ctx, A) A xD V(X(s))ds < t,X(x,) € A | X(0 = x), 


Е" (12,4) A | | 6 (s x a) FOP (1 з,у,А). 
证 明 НОН, Q) -过 程 的 定义 ,类 似 于 引 理 1.1 可 证 . 
定理 2 „(А,х,А) 由 次 之 递 推 公式 唯一 决定 : 
Yo(A,x,A) = 1 oe 6,(«), 
ee = | 6x4 a Qo +1- g(À,z, E) 
(2) 
其 中 g(A,x,A) = [ e*GCat,x,4). 


证 明 ”由 定理 1 HZ Laplace - stieltjes 变换 即 可 得 公式 (2). 
引 理 1 设 b(x,4) 对 固定 的 4, 是 x 的 可 测 函 数 , 当 x 固定 
AY (Е, 4) EAMES TS; C(x) 是 非 负 可 测 函 数 , 则 非 负 方程 


fix) = | B(x do fo) + C(x) (3) 
的 最 小 非 负 解 存在 唯一 ; 若 令 
fo = 0, 
gen = [оо 0f. G) + СО), п > 0, @ 


a JS š 


则 极限 
V - limf,(x) = f" (x) (5) 
TEE, ALS (х);х € El 为 (3) 的 最 小 非 负 解 . 
证 明 (i) If (х); € E} (3) 的 最 小 非 负 解 
显然 ,h(x) = C(x) > folx) Bf, (x) m f. (x), ea (+, +) f 
3Efa TERI 


fax) = [b ay) O2 E ES 


[baa 00 + C(x) = Лб), 


BOL A. |, 为 单调 函数 序列 ,从 而 (5) 的 极限 存在 ,再 根据 (4) 及 单 
调 收敛 定理 , 便 知 六 是 (3) 的 非 负 解 . 

其 次 , 若 R(x) 是 (3) 的 任 一 非 负 解 , 则 易 证 R(x) > f(x), A 
而 R(x) > f (x). 

(11) (3) 的 最 小 非 负 解 是 唯一 的 

若 R(x) 是 (3) 的 最 小 非 负 解 , 则 由 (i) 

R(x) z f' (x). 

{A R(x) thet) R =f. 

如 果 在 引 理 1 中 取 b(x,A) = g(A,x,A), C(x) = 1- gC, 
x, E) , 则 非 负 方程 

fG) = | в(А,х,ду)/бу) +1- ge E) (6) 


的 最 小 非 负 解 |f" (x);x € El 存在 唯一 且 满 足 
O<f' (x) <1. 
522 С, (х) >0,(n > 1,x € Е), R. 
V - lim C, (x) = C(x). (7) 
ES 


fi (x) = Ci(x), 
| . 


fan (x) = | bG 0f 00 + Gala), 
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则 y- lim f, (x) = f(x) 存在 是 为 (3) 的 最 小 非 负 解 . 
证 明 ”注意 到 C (х) ^ C(x), 与 引 理 4 的 证 明 类 似 . 
9383 if (x) 是 非 负 方程 


f(x) = | b(x.dy AG) + C(x) (9) 
的 最 小 非 负 解 ,a > 0, 则 af” 是 非 负 方程 
fide [2G af) +6C(«) (10) 
的 最 小 非 负 解 . 
证 明 略 . 
3384 f(x) 是 非 负 方程 (9) 的 优 方程 
fG) > | b(x,dy)f(y) + E(x) an) 
的 任意 一 非 负 解 ,其 中 C(x) > C(x), 则 
fae Mead. (12) 


WEBB — (х); п > 0l 如 引 理 1, 则 
f(x) > | 2G.) + C(x) > 


C(x) > C(x) = fi(x). 
W f(x) > f(x) Bl 


f(x) > | banfi) + C(x) > 


f bay) At) & Ce) = fas). 


MK f(x) > f(x), V n > LT f(x) > f (z). 
LAFER gq(i,x,E) = P(r, < t | X(0) = x), Mig 


б(,х,Е) = P(| V(X(s))ds < 11 X(0) = 2). 
定理 3 0((А,х) ^ Q(A,x, E) 是 非 负 方程 
f(x) = | Qn) *1- g(A,x,E) (13) 
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的 最 小 非 负 解 . 
证 明 ”由 引 理 1 直接 得 到 . 
定理 4 NACH, Q) 过程 , 则 7,,(x,4) 由 次 之 递 推 公 式 
唯一 决定 : 
T. G4) = | PF (dt,2,A), (14) 


Fe,4) = CL P Gay) Tuas A), (15) 
1-0 


其 中 
CO (x,A) = 


ЕГО V(X(s))ds)'sX(x1) € A | x() = ғ] = 
| éclata). 


证 明 od F,(t,x,A) = eq" V(X(s))ds < t, X(,) € А 


| X(0) = x) xz £8 (14) ,其 次 
T, G, A) = 


Eq V(X(s))ds);X(z,) € A | X(0 = x] = 


> ond V(X(s))ds)'BL (^ V(X(s))ds)?',X(z,) € A | 
ЛҮ | X(0) = x] = | 
> c, | co Ga) T, 1.1094). 

定理 5 iX (HQ) 过 程 , 则 7,(x) = limT, (x E) 是 
方程 

Ка) = K (*,dy)f(y) + 3 of 6 G«0T,.0 09 


的 最 小 非 负 解 ,其 中 q (x,4) = P(X(r,) Є A | Х(0) = x). 
证 明 ”由 定理 4 知 
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T, GE) = | С Gd) Tau E) + 


р 
э C| € Ga) Tui Cy, E) = 


_—. 


q(x,dy) T,1,,(y,E) + 
E 


p 


2j C| G” (dy) T... Gr E). 
1=1 


规定 Toiles +) = OCL > 0), TuS (4, E) = 1, 
Saf G (x,dy)To.p-1(y, E) = 
1=1 Е 


| 6 =, ау) = Cn, BY = T, (x, E). 
根据 单调 收敛 定理 及 引 理 2 即 得 结论 . 
定理 6 AT(x) A T(x) < C <+ ©, HFE KE 


GC; A) < КЄ?! (x, E) 2 GC!) (x A) 
Vx€ E,AC &l22,,p, (17) 


则 
Т,(х) = ple e. (18) 
WEBB ”由 假设 知 (18) XF p = 1 成 立 . 设 对 p - 1 AH, Вр 
T, (x) <(p-1)!K?°C". (19) 
由 定理 5 知 , T, (x) 是 方程 
fx) = [а (x,dy)f(y) + C(x, E) (20) 


的 最 小 非 负 解 ;由 引 理 6 知 , 若 P (x) 是 方程 
Xs [а (х,у) у) + pl - КС С9(х,Е) (21) 
的 最 小 非 负 解 , 则 
f° (x) = р1К” C"? T (х). 


其 次 
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X. ds 
$26,| 6" (x,dy) T, (у): 
E 


t 
CR 


p 
rj CG (x, E)[ Ox dy) Tay) = 
Е 


{=1 
p-l 
рКС (x, E) 2 с] 6 Gay) T, (y) = 


pKG" (x, E) T, (x) < p! KC" 6 (x, E), 
从 而 由 引 理 4 A 
Т,(х) = (5) = part GQ, 
值得 指出 的 是 ,以 上 关于 积分 型 泛 函 的 分 布 和 矩 的 结论 ,只 
TER eua 不 减 ,而 不 必要 求 limr。= r, 换 言 之 ,我 们 可 以 只 
考虑 随机 过 程 的 某 一 小 段 ;此 时 ,上 述 结论 的 证 明 无 需 更 改 . 


§3 ”应 用 举例 


作为 前 述 定理 的 应 用 ,现在 我 们 来 讨论 几 种 特殊 情形 . 设 巴 
为 可 数 集合 ,XX = 1X(t);t < cl 为 取 值 于 E 且 关 于 停 时 列 
tnin 是 (五 ,O) WH. V(-) A E LIENKA, S 


А -f V(X(1))dt, (1) 
go = i V(X(t))dt,n = 1,2, (2) 
Flisi) = P(E” = Ae = | OI (9) 
F(t,i)  P(£ <t | X(0) = i), (4) 
@ (A, i,j) = | e*r Gi ip, (5) 
®(A,i) = | e*F(at, i), (6) 
V. (A, i,j) = 1 - (å, isj), (7) 
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W(A,i) = 1- (A.i). (8) 
Top lig) = EL(é™ )?;X(z,) = j | X002 i], (9) 
Ta)! = FB), (10) 
Ti = EL? | X(0 = š]. (11) 
(A) 最 小 QW 
设 0 = (qi) ЖЕ ESEOETRSE Q 矩阵 ,XX 为 具有 密度 矩阵 0 
的 任 一 OIE, S rn HA n 次 跳跃 时 刻 ,r = limz, ABU CR 
时 刻 , 则 了 在 z 之 前 的 部 分 为 最 小 0 E, EAF |r lao EH, 
Q) 过 程 , 且 


alij) = 0 - 80 resa Cu) = Le 
定理 1 RF, V) > 0, 则 
(i) Ф, (А, i,j) 由 次 之 递 推 公式 唯一 决定 
Plà, ij) = 1- ó;, 


Palà, ij) = D WG) Fa 


tq 


AV(i) 
AVG) + qc 


(12) 


d.a (A. kj) + 


(ii) 9(A, i) 是 非 负 方程 


AV(i) . 
x; = Daw ra, + at ‘To іЄ Е (13) 


最 小 非 负 解 . 
(iii) 若 所 有 q > 0, 则 T, Ci) 是 非 负 方程 


-— у, te + у, у, Є Е (14) 
的 最 小 非 负 解 . 
WEB] ”注意 
G(t,i,j) = 


Р(Ү(ї)т, < t,x(x,) =j | (0) = i) = 
(1- 6) fa - ety, 
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g(A,i,j) = (1- 85) хуст Wa’ 


于 是 由 定理 2.2, 定 理 2.3 和 定理 2.4 立 得 定理 结论 . 
定理 1 即 侯 振 挺 、 郭 青峰 [1] 的 定理 9.5.1 和 定理 9.5.2. 
一 般 情 况 , 设 0 = (q,) 为 全 稳定 0 矩阵,d; = q- 2,4, AE 
保守 量 ,X = 1XCOst < cl 为 最 小 0 过 程 ， 其 转移 概率 为 
(py(1)),Laplace 变换 为 (g;(4)). 任 取 be E,W E, = EU Ibl, 
定义 E, 上 的 全 稳定 保守 Q MEQ’ = (gy;i,j € E.) H F: 
gj; i,J C Е; 
q = di, ¿€ E,j = b;. (15) 
0, t-=-b,j'€ Е 
5381 WX = |X(t);t < o| 为 最 小 O 过 程 , 其 转移 概率 
A p ;(1),i,j € E,) , Laplace EHA lo; (A); i j € E,) , А] 
g (A), if E; 


l, i=j=b 
а poner (16) 
Dad, ¿€ E,j = b. 
或 者 等 价 地 


py(t), ivf © E; 
1; i= J = b; 
pit) = 10, i= b,j Е; (17) 
Уа ,pas)as, i € E,j = b. 
因此 ,1X(1),t > z Act = }Х(ї),: < zl 为 最 小 0 过 程 ,其 中 
т, = inflt > 0,X(t) = bl. 
证 明 见 侯 振 挺 等 [1] 91 8E 3.11.1. 
wr, X Эп SORE, z, AX 的 第 nn 个 跳跃 点 . 
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引 理 2 ix V(-) REHE E, 上 的 正 函 数 , 则 对 任意 n = 0. 
i,j EE 及 1 Є [0,%), 有 


P( А V(x) deze t | XO) =a) = 
e V(X(s))ds < £ | X(0) = i). (18) 
p|” О) а С) af |] X ss 


Р VÆG) ds <: | XCF.) =j | X(0) = 0). (19) 
证 明 ”由 46 为 3 的 吸收 状态 知 
P(X(t,)€ E,k < n | X(0) = i) = 
P(X (Esa) € E | X(0) = i), (20) 
所 以 


p(* Weds ace [XOU = ñ 


pd" V(X(s))ds < t,X(7,)) € Ek < n | X(0) = i) = 
p|” V(X(s))ds < t,X(7,,) EERI Х(0) = i) = 


0 
pq V(X(s))ds et | FO = D. 


0 


因此 得 证 (18) 式 .类 似 可 证 (19) Xxx. 


定理 2 BX = |X(:);t < r) Hih HE, VCO) HEE 
的 正 函 数 , 则 


(1) 4,(CA,i,j) 由 次 之 递 推 公式 唯一 决定 : 
Plà, i,j) = 1-8; 
| AV(i) + d, 
AV(i) + q, ` 
(21) 


hi) = M yG ate Oe + 


(ii) 9(A,i) = 1 -| e*F(di,i) 是 非 负 方 各 
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AV(i) 


> NO О "CR 29 
л = д, уна К АЙЫ" ЕЕ 9» 


的 最 小 非 负 解 ; 
(їн) ATA q. > 0,03} p >1,Т„(:) = E. V(X(s))ds)? 
| X(0) = i] “ЧЕЙ 
% = pri POP ЛЕЕ (23) 


іі di ^ 
的 最 小 非 负 解 . 
WEB] ЕХ V(b) = 1, 由 (20) 及 定理 1(i) 立 得 (i) ,其 次 令 


Sues feed V(X(s))ds € dt | X(0) = i), 
pf" VG us | X09528 = 
p CAs wee mw] Eden 


pf” Kay) eng s % | Ж @ =й = 
P(V(i)t, <t,X(t,) = b | X(0) = i) + 
Sap V(X(s))ds = г-и | X(0) = k) ` 


k€ E 
P(V(i)z, € du,X(7,) = k | X(0) = i). 
所 以 
e, (A,i) = 


EM —_ NT dik 一 
AVG) + q; * 2; AVG) + qi 164,0), i€ E, 


Фо(А,і) = 1. 
由 此 及 引 理 2 便 得 (ii) . 
(iii) 令 


T.,G) = ЕГ” VCXK(s))ds)” | X(0) = i, 
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T. (G) = ЕТС VEGA | ZO) = i), 
则 由 引 理 2 知 
T,,G) = Tagli), (24) 


7,6) = О VR(s))ds)", т, = n | XC) = i) + 
Y GE" VOCs) ds)! - 

d V(X(s))ds)"", Z, < z, | XQ) = i] = 

E[(| var XC) = b | XC) = l+ 


>ë 3: Еи) в), nieki Фей 
=0 kEE\ li 0 


T ail k) = 
d. 


= У) T 1„(Е) + 


Ж, 
qi dis KEE\ lil di 


L A 1 1 d; 
ipt pk) - Oye. (р уна - 


=. * V . х 
у Ia T as (E) + Nb xal. 
KEES lil di qi 


Pti = (Oy. м. 

利用 引 理 2.2 即 得 (iii). 

(B) 一 阶 Q 过 程 

BQ = (q) 为 E 上 全 稳定 保守 0Q 和 矩阵 ,最 小 Q HEB. X 
= [X(1);t < tr| 为 一 个 一 阶 Q 过程,(3X)。 表 示 针 的 一 级 流出 边 
Ў,П = |H(b,j);b € (9X),,j € E| Эу X BJ КЕСИ 
振 挺 、 郭 青峰 [1]) , 令 c, = 0,7, EX Wn TERA, X KF 
а, | 构成 一 个 (五 , С, П) - RE PRR HE NF AB SEP 26566 
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[1D .此 时 

h(t,i,j) = 

e(t,t,A) = 

P(X(r, -) € А,т «t | Х(0) = i,i € E,A € Max),, 

П(Ь,ј) = P(X(z,) =j | X(t -) = b),b € (0X),,j € E. 
由 伐 振 挺 \ 刘 再 明 AB GE AN] 定理 4.1 HI, X (Н, 

Q) 过 程 , 且 


ai) = i= glipp db)II(5,j). 
定理 3 设 式 是 一 阶 Q@ 过 程 ,V(:) = 1, 则 
(1) Ф, (A, i,j) 由 次 之 递 推 公式 唯一 决定 : 
Ai) = 1-8 
ыл н У EG HC А, нт... 


(ax) 
e 


其 中 
Ea) = |, eain. 
eA iE) = |. есап, в). 
(ii) P(A, i) 是 非 负 方 程 
"T EA as p (i,db) (5, k))m + 1— q(A,i,E) (25) 


的 最 小 非 负 解 . 
(iii) T,(i) = E[r | X(0) = i] BARRE 
x = M. аба), Юа + 
kc ЕЈ (ах), 


р 
>; G 2,6 GT, (k) (26) 


te? 


的 最 小 非 负 解 ,其 中 CO CG,k) = | - g(dt, i, db) I(b,k). 


0 
证 明 略 . 
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(С) Doob 过 程 

设 0 = (q) 为 上 全 稳定 保守 0 - 矩阵 ,最 小 Q WHOA) 
= (Ф,(А)) Т, B X(A) = 1 -AB(4)1 关 0, 此 时 Doob 过 程 存在 
(ТЕС), iE X = 1X(1);t < r} ICQ, П) - Doob 过 程 ,转移 
LEA (py (1)) , Laplace 变换 为 (y;(4)), 工 = (IL;j € E) KER 
点 的 分 布 , 令 т, HX WE n AKRA, W XECH, Q) 过 程 ,此 时 


h(A,i,]) = @;(A),q(A.i,j) = Х,(А)П,, (27) 
而 且 
> Ilo; (A) 
P(A) = 9, (A) + X, (A) 一 生生 一 一 一 (28) 


l- SC) 
ЕШ b e EE, = EU Ib], 
š qj» і.) Є E; 
Th j= ЫЙ s. 
则 由 0° = (qj;i,j € E,) 是 全 稳定 保守 Q ER, HARES] 
5|38 13.1.1 知 ,最 小 Q' 过 程 ( 5 ;(4);i,j € E,) 由 下 式 给 出 
@ (A), Lj€ E; 


(29) 


фаба) = |, i-j-bi (30) 
0, i€ Ej = Ьі = Б] Є Е. 
< 
py (A), i21 € E; 
E, diee 
2,0) = (31) 


À 
lu -А>)%(А)], РЄ Е,Јј = Ь; 
k€ E 
бе tatier 

引 理 3 (9,(),i,j € E) 是 不 中 断 O 过 程 , 记 此 过 程 为 
X= |X); 2 001,8 z, WX #п 个 飞跃 点 , MJ X 关于 
Talo JÉ(H,Q) - 过 程 . 且 
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h(A,i,j) = GGA). q(A,i,f) = Х,(А)П,. 
> Ile. (А) 


= = 一 k€ E, 
A) = ф,(А xa) 一 一 一 一 一 一 . 
Py (A) = py (A) + X,( rum MX) 


KEE, 


(32) 


因此 ,X EEO, I1) - Doob 过 程 ,其 中 五 = (Ij € Е,), 


IT, ЛЄ Е; 
= |. = УП,» J = (33) 
k€ E 
= = X(A),€ E; 
AG? 1-4 РД = | аы Е (34) 
KEE, O, zb 


证 明 ”显然 (y;(4);i,j € E.) 为 不 中 断 0° 过 程 ,因此 只 需 
验证 (32) 式 
1) i,j EE, 则 由 2 (A) = oj (A), (28) (30) (33) 及 (34) 
Sat (32) ; 
2) = b, We X,(A) = 0,(30) (31) 知 (32) 式 成 立 ; 
3) ii € E,j = b, 
alà) = П - A2 941A = 


X ipu (à) 


-1 kC E Ре 
А -一 21б) + X) SR = 
k€E 


DA - X0) 

Y (i=) —— ve ri 

a gl А s T MES 
k€ E, 


ЖОП; = SAA) 


= k€ E k€ E, 1 
X;,(A)*l11- —Mm ess = 
GT is S UBXIQO 1*3 
k€ E, 
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LAL ET ( А ) ke E, 


X,(A)* ur IW = i “ы ea ae ea 
1 - XIXA) t= Six (А) 
k€ E, 4€ E, 


4 r,-inflt > 0, X(1) = 外, 则 由 禁止 概率 分 解 定理 可 知 
Ta = rt< cl = IXCDst < zl. 且 与 引 理 2 类 似 可 证 ， 
对 任意 i € E,n>0,t € [0,%) Ж EE 上 的 非 负 函数 V(:), 有 


P(| V(X(s))ds <t | Х(0) = i) = 


pf V(X(s))ds < 11 X(0 = i). (35) 
定理 4 WN = |X(:);t < r| JÉ(Q,II) - Dobit, Ф, (А, 
if x | e*"aPG. & 6X) = ; | x00) = 2,5,,0 = 


| еар, < | X(0) = i), 则 
(i) 4,(4,i,j)) = 1- @ (A ,i,j) 由 次 之 递 推 公式 唯一 决定 . 
mo 21-6, 
Plasi j) = Х,(А) У)Пьр, (А, kj) & 1 - Х,(А)П1. 
k€ E 
(36) 
(ii) q,(A,i)) = 1- 6.(1,i) 由 次 之 递 推 公 式 唯一 决定 . 


do (A, i) = 0, 
pete = X;(A) PLA, GA k) + 1 - X; (A). 37) 
(iii) 9(A,i) = limy(X, i) 是 非 负 方 程 
у: = X) ЭШ, £1-X,() i€E (38) 


的 最 小 非 负 解 ; 
(iv) T(i) = E[r | X(0) = i] 是 非 负 方程 . 
y = Х,У\Пу, + Ele | X(0) =i], ic E (39) 
КЄ E 
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的 最 小 非 负 解 ,其 中 E[z，| X(0) = il = [аро «i| x(0) 
= i),X, = lim (А). 

证 明 ”考虑 了 = |X(1);1t 二 0| 在 E 上 的 限制 ,利用 引 理 3 及 
(35), 与 定理 2 类 似 可 证 . 


此 外 由 (37) 可 直接 计算 得 : 
бый) = l= 
n-1 n 
1 = Ill HIUKAN - (ПХ(А)) -X(A), (40) 
90.) 21- rp : X00. (41) 
从 而 
E[e* | X(0) = i] = 
1 - g(A,i) = ma ЖӨ} (42) 
(v) 生 灭 过 程 


设 Ez 10,1,2,…| ,给 定 上 的 生 灭 0 EEQ = (gq;), 其 中 
qy = 0( | i=j | > 1), фа = b, > 0(i >0),фда = a; > Oi 
$0),g62— (ap + 5h) (¿> Oba 0). 


定义 
z = 0,2; = L Z = Z. j + г =a l z = lim z, , (43) 
0 1 n-1 
h b -bn 
Bo = 1, = a ha =a а ose uL = У, (44) 
Г, = (= _ Zuti j) ) Hj» (45) 
N, = >r (46) 
R = №,5 = zu. (47) 
Xt A > 0, 方 程 组 
(AI О)и = O, 
| Q (48) 
ug = 1 
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的 唯一 解 1u (A). i> ОЕЕО, Н.и. (A) л limu(4) < 
e AMY R < o, Уи (А) < © HHRH S < =; 


(А) = aQ) PEST G i> 0. (49) 
关于 i 严格 减少 , 令 
u (A)o (A) p, jai 
б) = о j<i, d 
W (A) = (9, (A)) 是 最 小 0 过程, 而 且 
XA) Al- AD 950A) = u,(A)/u.(A). (51) 
# R < %, 则 每 个 Q HE (A) = (ya) 必 具 形式 : 
ó (A) = @;(À) + 
2 jp (а) t DX; (A) uj 
€ +. (1-302) + MSA 
HF a = (a,;k > 0), C AD HEH, H. 
a*N«o; 5 = юр = 0). 
我 们 称 YA) HQ, a, C, D) i3. 

É X = | X(t); < o| HONE, AMR X Jer E . AA 
(52) 的 形式 .并 令 c, Хп TP KBR. X );t < ri| 为 最 
小 0 过 程 ,c = limz, 为 工 的 寿命 . 

根据 杨 向 群 [3] 定理 11.7.4 及 定理 12.3.1 知 存在 一 列 (0， 
V") - Doob 过 程 | X^ (1);t < a" | ,其 转移 概率 的 Laplace 变换 为 


Vig А) 
d$ (A) = e, (A) + X,(A) —————, (53) 
f= 2; VQ) 
=0 


Х,(А) (52) 


其 中 


* 9] ` 


> С ; 
р | = aC V = А„® (б<у<т), 
МЕ (54) 
P = Y. i i. 2 C, 
A, = $ aj Cy 5 


A. Cop 
ae = 4 odd (55) 


Y. —— — m 
a C64 406054 d” 


L Th, 
ВЕ 


pee st Sok 
使 得 X" 强 收敛 于 工 . 
ЖЕ 5 КА < о, X 1(0,а, C, D) 过 程 , 则 
E[e* | х0) = il = aD, (56) 
Ele? | x(0) = i] = ЄТ (57) 
0, D>O; 
P(o = m | X(0) = i) = C B (58) 
C + ue v 
Ra =s Xd aN + De (59) 


H КА) = Maa - X,(A)) + DA SUR CA). 
k k 
Е[е | x"(0) = i] = 
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1- y"(A,i) = ila) = t 
udo ЕЕ УА" 
S т = % HEE о" k o КАЗ 定理 12.2.1 的 证 明 便 得 
(56) .其 次 由 P(r, < © | X(0) = i) = 1,081 
Ele | X(0) = i] = 
E[e^E[e ^^? | (4) € EU [— u] | 2°00) = i] = 
Ele | 32°) -i]-Rle^* | KO) = ila 
V 

1 AO) 
由 于 了 [em | X"(0) = i] = X,G),4 m— = BIST) , (56) 
(57) K py (A) А P, (A V0) 便 得 (58) 与 (59). 

定理 5 的 结论 由 杨 向 群 [2] 首先 得 到 ,这 里 我 们 利用 Doob 过 
程 积分 型 泛 函 的 分 布 和 和 矩 也 得 到 此 结论 . 

(E) 半 马 尔 可 夫 过 程 

WE п ,0(:) = (qy(t)si,j € E) {ж ЛК и ЖБ 
阵 ,X 为 相应 的 半 马 尔 可 夫 过 程 Kopoiok B.C, Туроин A.X[1] 令 
r, 为 第 n KIERR Z, X HCH, Q) 过 程 ,此 时 


40.65 s | е*а„(), 


Х,(А) 


(60) 


h(A,i,j) = af ea = p:(t))dt, 


其 中 p;(t) = Ma) 是 状态 i 的 逗留 时 间 分 布 . 


k€ E 


定理 6 WV(-) AE EIEH KZ, Du] 
(1) CA, 2,7) 由 次 之 递 推 公式 唯一 决定 : 
= 1— бу» 
ф,(А, 1,5) = ЭЯ АУС,» Va CAs kaj) +1- B,(A(V(i)). 
(ii) P(A, i) 是 非 负 方程 


(61) 
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y = NAGVG), i, k)y, + 1 - P,(AVCO)) 
k€ E 
的 最 小 非 负 解 . 
(iii) XJ p > 1,7,(i) 是 非 负 方程 


F P 
b= Урау, + > 2) CC УС) шу T, G) 
kC E JEE 1-1 


的 最 小 非 负 解 . 
其 中 


BA) = [| еар), 
Pa = qul™), 
uP = L t'dgy(t). 


证 明 略 . 
(F) 逐 段 决定 的 马 氏 骨架 过 程 


(62) 


(63) 


(64) 


WE, 2) ЖЕ polish [8], X = 1X(1) i£ < т} 为 逐 段 决定 的 马 
RARE DAFF TE — o FY WY PRK, f: E x [0, о) > E, WE 


l) Vx€ E,f(x,t) RF t REER, 


2 Vnz0O0,X(0 = f(X(v.),t- 5), m t € t.a. 


此 时 


h(t,x,A) = ó,(/(x,t))P(z, > t | Х(0) = x) = 


94 Cf x ,1)) (1 - g(t,x)), 


g(t,x,B) = P(X(r, -) € В,т < | Х(0) = x) = 


oxen -)dq(s,x), Bc (ӘХ),, 
П(х,А) = Р(Х(т,) Є А | Xii-)2 x), 
q(t,x,A) = а g(t,x,dy)II(y,A), 


其 中 
q(t,x) = P(r, < t | X(0) = x). 
根据 定理 2.2 及 定理 2.3, 我 们 有 
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(66) 
(67) 
(68) 


定理 7 it V(:) = 1,0) 
(i) é CA x, A) 由 次 之 递 推 公式 唯 一 决定 : 
Plà x, A) = 1-6,(x), 
aan = ГА]. Bi(x dy)MI(Cy,dz)),4(3,2,A) + 1- q(A, x, E). 

(69) 

(ii) P(A, i) 是 非 负 方程 

f(x) = hi g,(x,dy)IT(y,dz)) f(z) «1 - q(A,x) 
(70) 


的 最 小 非 负 解 . 
其 中 


G(X,x,A) = | eMg(dt,x,A), 


4(А,х) = | еар, < t | X(0) = x). 


§4 ”补充 与 注 记 


本 章 内 容 取 自 李 俊 平 、 侯 振 挺 [1] . 

在 $2 中 ,我 们 对 (五 ,0) - 过 程 的 积分 型 泛 函 的 分 布 和 和 矩 进 
行 了 详细 讨论 ,在 $ 3 应 用 举例 中 ,利用 马尔 可 夫 骨 架 过 程 理论 同 
样 得 到 了 杨 向 群 [2] 的 结果 . 


* 05. 


(O, P) 为 完备 概率 空间 , (Е,# ) 是 Polish 2 [8], X = 
[X(1,9);0 < t < rlw)| AE X1E(CQ,A P) 上 取 值 于 五 中 的 
(H,Q) WE. 

id q(x,B) = limg(t,x,B), |X(r,);n > 0} EVAL g(x,B); 
x € E,B € SI 为 转移 概率 的 离散 时 间 齐 次 马尔 可 夫 过 程 . 

W A, H BEA E 的 闭 子 集 ,上 且 A o, 


olw) = 
inf(t;0 < t < r(w),X(t,w) € А), 若 括号 中 集合 非 空 ; 


И ©, 否则 . 
olw), H olw) < opulo); 
e = Da 否则 . 
XIn€N, 
Ao = Ps, t,T.a4 < Ws © t, | X(0) = x), 


< 
af a) = Р(ю < t | Х(0) = x), 


apa) = [ e*d f(t), AsO, 


(А) = | eza aG), A0, 
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moe = | Pd afia Co); р; = 01," 
Јо 


wm? = | Pda, p= 0.1 
0- 


gm. = 1. A (0) - нт), = 


P( ig, < + œ | X(0) = x). 
REECH, Q) 过 程 X WE FIR: 
E[X(5,)€ ВІ] = 
ELX(rc,) € B | X(z,.-)], п> 0,ВЄ (1) 
E[ X(r,) Є В,т, «t PL = 
E[X(r,)€ BI ]- Ele, «t1 .], 
n>0,t>0,BE& (2) 
其 中 = olBN It < ml;BE olX(s);s < t},t > 01. 


§2 Bic ENA БЕ 


本 节 我 们 来 讨论 (五 , Q) 过 程 的 首 达 时 间 , 设 工 满足 条 件 (1. 
1) 和 (1.2) . 
引 理 1 对 任意 n 二 1 及 BE 吕 有 
E[X(r,) € BI.45. У о(т,)] = 
E[X(z,) € B 1.4£.], 
AP AL. V olr) RRUA AL. 及 о(т„) 的 最 小 o 域 . 
证 明 ЯЖ KEM V oln) A 
ЕГІ, - E[X(z,) € B1.]] = 
Elik X(z,) € B] (1) 
成 立即 可 ,为 此 ,我 们 令 
.名 = |К;{# (2.1) SURGE, 
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多 = |K = K, Ü KnK € Ac. K € a(x) |. 
ЮК = K, П K, € 画 由 条 件 (1.2) 可 知 
E[1,E[X(r,) € B15.1] = 
Elik ` le E[X(,) € B | 2 -]] = 
E[E[1, ` 1, ELX(7,) € B |.X%<-11.-1] = 
E[1, - E[X(r,) € B | .-]- ЕП | %_]] = 
ЕП * Ellx ,X(rz,) € B .X-]] = 
Е[1;,Х(т,) € B]. 
Zo 多 其 次 ,不 难 验证 FE z К, GEAR fk 4S oa (A = 
„Ж. V: o(z,). 
根据 (1.1) 和 (1) ,我 们 记 
x(x,B) = Р(Х(т,) € B | X(r, -) = x). (2) 
g(t,x,B) = 
P(r, < 1,04 > ti, X(T =) € B | X(0) = x), 
z€ Е. (3) 
ф(1,х) = 
Р(ю < 1,0 < юа < т, 1 X(0) = х), w€ E (4) 
53182 ”对 任意 BC Е\ (А0 Н), 
Р(Х(т,) Є В, юл < t,z, < юл < Tay | Х(0) = x) = 


| [eu an, uf A - u)z(z,dy). 


证 明 s X fec, 的 马尔 可 夫 性 可 知 

Р(Х(т.) € Bug, = 1,т, < ST | Х(0) = x) = 
El licen o > Elaa < tena € (z,,z, a] | X€n)] 1. 
X(0) = х] = 


|, ro. Si usw, € (matal LXO) = y) • 


P(X(ri) € dy, юа = Ti, Ti € du | X(0) = x) = 
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| |, ufa Cu SORTA P(X(x,) € Чу, юа = TiTi Є du | 
X(0) = x). 
其 次 

P(X() € Cow, > coc = t| X(0) = x) = 

ELELX(r,) € Cm > т.т < t „Ж. V o(z7,)] | X(00 = х] = 

EL о, zu < LEl Xr) € C | X(t -)] | X(0 = x] = 

falz, gi. х,а). 

引 理 3 1,411 (01 由 次 之 递 推 公 式 唯一 决定 : 

f(t) = plesa) + |, 
foi? (t) = 


J, Геи, аа) ао ifr ( - и)л(а ду). 
证 明 由 

ОЛ (4) = P( б, < t,0 < pa < тү | XO) = х) + 

P(e, < try, = т | X(0) = x) = 

(t,x) | z(z,A) g(t,x,dz) 


E\ (AUH) 
及 引 理 2 便 得 . 
引 理 4 |,e) (А) 由 次 之 递 推 公式 唯一 决定 : 


a) = 
(A) = (А, ж) + Jer 090.42, 


z(z,A) g(t,x,dz) 
\(айн) 


ФСГ) - [баа нр (А) x(z,dy), 
其 中 
V(A,x) = | e*ay(t,x),@(2,x,B) = 


| e“o(dt,x,B). 
0- 


证 明 只 需 在 引 理 3 中 取 Laplace — Stieltjes 变换 即 得 . 
«i < 


9]385 Jl,m'" | 由 次 之 递 推 公 式 唯 一 决定 : 
mz | UW Cdt x) + 
0- 


|А ef z(z,A)g(dt,x,dz). 
0- Е\ (АЦА) 


(+1, р) _ 
zA = 


um 


Р 
X су Gan gn P Pn (z,dy) + 
fzi 


E \ (AUH) 


foo а) um meP alz, dy), 
其 中 
kU(x,B) = t'e(dt,x, B). 
证 明 ” 仿 侯 振 挺 、 郭 青峰 [1] 9| 08 9.3.4 可 证 . 


引 理 6 (i) a(t) = POF 

(ii) Paa (À) = 2; ee? 

(iii) „т (A) = Y me. 

证 明 ”由 定义 即 得 . 

定理 1 |р, ,(А);х € El 是 拟 规 格 方程 
Ftd = foara], ynf) + 
V(A,x) ЕСЕК «Є Е 


的 最 小 非 负 解 . 
证 明 ”由 引 理 6(ii) , 引 理 4 引 理 6.2.2 立 得 . 
推论 1 lfa € E| 是 拟 规格 方程 


LP Jo,x.ds)] 0d) + 
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V(0,x) + | x(z,A)®(0,x,dz), x€ E 


J E\CAUA) 
的 最 小 非 负 解 . 
证 明 ”本 推论 即 为 定理 1 在 = 0 时 的 特例 . 
定理 2 XF p > 1,1m);x € E| 是 第 一 型 辕 壹 方程 


f(x) = [Ф(,х,а:)[ fly) x(z,dy) + 


E\ (AUH) 
p 
NA | (D =) (p-D (1,p) 
216 k” (х,аз) paum ra ndy) + mat 
的 最 小 非 负 解 . 


证 明 ”由 引 理 5 和 引 理 2.1(2) 便 得 . 


§3 补充 与 注 记 


本 章 的 结果 属于 侯 振 挺 , 李 俊平 . 
在 本 章 中 对 过 程 X КИЙИКЛЕ: (1.1), (1.2) J BONE PE: X 
在 每 个 c, 的 分 布 只 与 在 zt, 的 左 极限 有 关 , 而 与 过 去 无 关 . 


S3. 5 


В 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 稳定 性 


在 马尔 可 夫 过 程 的 研究 中 ,过 程 的 常 返 性 ,遍历 性 ,不 变 测度 
都 是 非常 重要 的 问题 .它们 统称 为 过 程 的 稳定 性 .自然 在 马尔 可 夫 
骨架 过 程 的 研究 中 ,上 述 问题 同样 重要 ,进一步 可 以 研究 马尔 可 夫 
骨架 过 程 的 收敛 速度 包括 强 遍 性 ,指数 收敛 ,多 项 式 收敛 等 重要 问 
题 .对 马尔 可 夫 骨 架 过 程 ,这 方面 的 研究 才刚 刚 开始 ,在 此 ,我 们 提 
出 一 些 初步 设想 . 


§1 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 常 返 性 


i (0,9, P) 是 一 完备 概率 空间 .已 是 Polish 23/8] ,. BE 是 已 上 
Borel с - 域 . = 1X(1,9),0 t < (о)! 为 马尔 可 夫 骨 架 过 程 . 
P.(*) z Р( · | X(0) = x). 

对 每 个 可 测 集 Ac ELS 

iy = PSOE Ad, Se = 人 


一 个 马尔 可 夫 骨 架 过 程 称 为 o - 不 可 约 .如 果 对 o- 有 限 测度 o. 
我 们 有 
Ф(В) > 02 Е,[%] >0，Vx € X. 

测度 o 称 为 过 程 X(1) 的 不 可 约 测度 . 

定义 1 称 马尔 可 夫 骨 架 过 程 X 是 常 返 的 ,如 果 对 某 个 c ~ 有 
限 测度 g, 当 pg(4) > 0 时 ,我 们 有 

Po, < ©) = 1. 
= 102 ° 


在 讨论 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 常 返 性 时 ,不 妨 设 r(w) = + c ,这 时 ， 
由 定理 1.2.1 知 , 骨 架 时 序列 ,n = 0,1,2,…, 满 足 对 yw € Q 
to(w) < ri(w) «eee + 097, 
t, (a) 4 + 0. 


Ў X lo) = Х(т„(@)).Ж X, (o) 是 离散 时 间 马 氏 链 . 记 


са = infin:X,(w) € Al, m = 3 ses: 

EM 2 称 离 散 时 间 马 氏 链 X, 常 返 的 ,如 果 对 某 个 c - 有 限 

测度 ,每 当 p(4) > 0 时 ,我 们 有 
Р, (с, < ©) 21 

由 定义 1 和 定义 2 易 证 . 

命题 1 AX, Wik, WM X GR. 

WX ACH, Q) 过 程 , 即 定 义 1.3.1 所 定义 正规 马 氏 上 骨架 过 程 , 令 

q(x,A) = limg(x,t,A). 

命题 2 BY N(H,Q) 过 程 ,存在 а — 有限 测度 ,每 当 

2(4) > 0 时 有 


U(x,A) = Y Gd) = + о, 
其 中 
q G.A) = [aGsd)g Gs). 
则 x EKB. 
WEB] — ао 条件 满足 , 则 由 SP Meyn fll R L Tweedie[ 2] 
Ж X, 常 返 ,再 由 命题 1 知 , 命 题 2 成 立 . 
推论 ”一 切 满足 (Е) = 1 的 广义 Dob 过 程 是 常 返 的 . 
证 明 因为 
U(x,A) = Dates) = AY (8) 240. 


由 命题 2,X 是 常 返 的 . 
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§2 补充 与 注 记 


本 章 结果 属于 张 汉 君 . 


g 马尔 可 夫 骨 架 过 程 
成 为 马尔 可 夫 过 程 的 条 件 


§1 引言 


马尔 可 夫 骨 架 过 程 放弃 了 马尔 可 夫 过 程 在 任 一 停 时 具有 马尔 
可 夫 性 这 一 限制 性 条 件 ,但 保留 了 在 一 列 单调 增加 的 停 时 具有 马 
尔 可 夫 性 .现在 提 一 个 相反 的 问题 :对 于 一 个 马尔 可 夫 骨 架 过 程 ， 
再 加 上 什么 样 的 条 件 就 成 为 一 个 马尔 可 夫 过 程 呢 ?本 章 就 来 讨论 
这 个 问题 . 

WX = |X(t,w),w EQ,t < rt(w)| 是 定义 于 概率 空间 (0， 
F P), HEF Polish 2 [н] (£,2) 上 的 一 个 齐 次 马尔 可 夫 上 骨架 过 
E,Z = о(Х,,з < t) 的 完备 化 ,t 0.т,,п = 0,1,2, Æ X H 
一 个 骨架 时 序列 . 

X(t) = Xz, 0,0 te z = e. А = 1 (@),0 = 
t < та — Talon 20,1),2,^, id h(x,t,A) = P(X C Aut < z 
| X = x),x € EAC Gr > 0, 是 子 过 程 X, 的 条 件 概率 . 

假设 h(x,i,4) 满足 以 下 条 件 :对 任意 (x,1) € E x [0,%)， 
h(x,t, +) 是 (E, 如 上 测度 .对 任意 固定 的 4 € Eh, A) Ж 
(x,t) 的 二 元 可 测 函 数 . 
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$2. 马尔 可 夫 骨 架 过 程 成 为 马尔 可 夫 过 程 的 条 件 


首先 ,我 们 给 出 一 个 齐 次 马尔 可 夫 上 骨架 过 程 是 一 个 马尔 可 夫 
过 程 的 必要 条 件 . 
定理 1 WY = dX). < | 是 一 齐 次 马尔 可 夫 骨 架 过 程 ， 
Tr, | n = 0,1,2, 是 一 骨架 序列 .0,,: 三 0 是 推移 算 子 ,假设 T, їй 
足 条 件 :对 Wt 0,15, > t| c lâm = т - t| # XEBE 
夫 过 程 , 则 
1) X, 是 马尔 可 夫 过 程 ,m = 0,1,2,… 
2) FH q(x,t,A):E x [0, о) x Z— [0, ©) 的 函数 ,满足 条 
件 :对 于 任意 固定 的 4€ #,а(-,-,А) опро; РЕ [SEE 
的 (x,1),g(x,t,*) (Е, Б, А. 
Р(Х, € A,r, ЕТО u)) lucs] = 
qUC t и.д). 


定理 1 告诉 我 们 , 若 马尔 可 夫 骨 架 过 程 工 是 一 个 马尔 可 夫 过 
程 , 则 将 其 骨架 时 刻 c, 视 为 过 程 的 起 点 后 ,过 程 以 后 的 运动 还 是 
按 马 尔 可 夫 过 程 的 规律 运动 到 下 一 骨架 时 刻 +... ,然后 继续 如 此 
运动 . 

下 面 的 定理 2 则 给 出 了 一 个 马尔 可 夫 骨 架 过 程 成 为 马尔 可 夫 
过 程 的 充分 条 件 . 

定理 2 若是 齐 次 马尔 可 夫 骨 架 过 程 , 且 以 下 条 件 成 立 : 

CI) X, 是 一 齐 次 马尔 可 夫 过 程 , 目 h(x,t,4) 关于 x 连续 ; 

(H) 存在 定义 于 Ex[0,%) x 多 上 非 负 实 值 函数 g(x,1,4) 
使 得 :对 任意 固定 的 1 € [0,®),х € E, 是 (E, 如 上 测度 ;对 任意 
固定 的 4€ JE (x,t) 的 二 元 可 测 函数 , 且 是 % 的 连续 函数 ,以 及 
FARZ. 

P(X, ЄА,т < š 1 o(X,,s < u)) Maer) = 
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q(X,,1— uA), i0 < u < t.À € Z. 
W X 是 一 齐 次 马尔 可 去 过程 ,其 转移 概率 函数 为 
P(x,t,A) = h(x,t,A) T 


[ШП вом чуй ui, A) PCy dy, du, ) | å 


q(x,dv,dy). (1) 
ДФ PCy, A,B) = УР (y, AB), РО 是 马尔 可 夫 过 程 ,Y= 
k-0 


(X, ‚т„),п = 0,1,2,……, 的 大 步 转移 概率 . 

定理 3 若 工 是 一 齐 次 马尔 可 夫 骨 架 过 程 ,r,,m = 0,1,… 是 
其 一 骨架 时 序列 ДЕ Е: уг 0,1 > |с {бт = т- 11, 
记 
XD гет, 


X(t) = “ t > ti; 


# X(t) 是 一 Feller 过 程 , 则 是 一 马尔 可 夫 过 程 . 
若是 离散 状态 空间 ,具有 离散 拓扑 , 则 下 面 定理 成 立 . 
定理 4 若 了 是 一 具有 离散 状态 空间 的 齐 次 马尔 可 夫 上 骨架 过 
Etan = 0,1,2,… 为 其 一 骨架 时 序列 ,满足 条 件 : 对 Ve > 0, 
{т > t| C10r = rn - 计 , 则 是 一 齐 次 马尔 可 夫 过 程 的 充 要 
条 件 是 定理 2 HRCI), (I) 成 立 . 
令 
F(x,t) = P(r, > + | X(0) = X) 
EHS ” 设 齐 次 马尔 可 夫 骨 架 过 程式 = (X(t)t < =) REF 
次 马尔 可 夫 过 程 .车 对 任 一 x € ЕЖ 
F(x,t) = F(t), 
则 F(t) 服务 负 指 数 分 布 , 即 存在 常数 1 > 0, 使 
1, EZO 
F(t) = { - 


e", КО 
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§3 若干 引 理 


本 节 给 出 证 明 $2 中 定理 所 需 的 一 些 引 理 . 

引 理 1 若是 一 马尔 可 夫 过 程 ,1,1 = 0| Э— o Sfi. т. 
E—|F,t 20] HA, AX yes ORI r, > tlc {бт = n - tl. 
则 对 v(x,t,A) € Ex[0,0) x FH 

Р(Х, E Airs 100 u)) Tuer) = 
q(X,,t - и,А) Ц, .1- 
证 明 ”由 定义 1.1.2 后 的 叙述 知 g(x,1,4) 是 存在 的 , 往 证 


上 面 等 式 成 立 . 
Ў f(x) 是 定义 于 EE 上 的 任意 固定 的 2 可 测 有 界 连续 函数 , 则 


对 Yi 二 0 有 
E[/(X, te, <a | o(X,,s < u) Mace) = 
za 
lim 2, EL Xiao) I eretia- > 
| o(X,,s < ш) lisen] = 


k 


2 -1 
lim 2 EL Kiss») Уй cs cista] ` 
| A 11е 5а 
E[fCX. ) Цо aaa | X, lei = 


| Fly) q(X, ,ds dy) 1... 3. 


[0.:- u]x E 
对 任意 4 € ER EM WA FEE SE PROBUS у, ,使 得 f. aeh WHA 
界 收敛 定理 可 得 : 

Р(Х, € Ayr; xtlo(X, su u)) Tuer) = 

qi (X, t - и,А) Ц... 
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3592 若 工 是 齐 次 马尔 可 夫 骨 架 过 程 , 则 对 VAC Ars 
0, 有 
Р(Х, € dorsum t < жыз ER ) = h( X. Ж = eth t. cA: 
证 明 XHf—/€ hZ, 1:20, 
EAA Die ees, J 1 а 


254 
DUEL A) Hii es cinta Ie <r jar] 12 ] + 


ELAX, lie ¿alte is sal sm 1 = 


25 
lim У ELfCX, а)дар) КА Megs, «50 AR 
AX, JEL Iie |. sol LS Ny sa = 

23 


lim 2E, ОХ, 4 1.41 Ti ee, ei * 


E, (Xo) Ц. sol L. = = 


2a 
limE, СУХ, а), Mee + 
Xo) Hie so =з] lex = 
Ex [f Miser leer + fX) ltro lte] bier, = 
Ey AX Merce sa Ion (3) 
Hy (3) 式 , 即 可 证 明 引 理 2 的 成 立 . 
引 理 3 车 是 一 齐 次 马尔 可 夫 骨 架 过 程 ,X 是 一 齐 次 马尔 可 


夫 过 程 ,定理 2.2 中 条 件 (ii) 成 立 , 则 对 vA € Z > s > 0, 有 
P(X, © Aston < tl oA (т. s < na). cree) = 


q(X,,A x [0,1 = aD ener 
证 明 “对 任 给 的 非 负 实数 0<s < s, coy < s < t, 
fi Є b. 6i = 2 Ef € b. E, RANA 
. WET > 


k 
E|] fX, )f, AX, AA, УЛ еб yg rei) = 
fal 
k k 
Y T т 7 ^ , 
DEL FAX, ) CX) f X. 2860) Ht, <r <= <з<т " + 
j-i 1 aj ne 
k 
EJ] A(x, Mf. CX, FC xX. оазе, A a) * 
i=l 


k 
EIT AC, )f. CX, ft X, ， JR Uta M cease 2 


k 
E|] (x, A X. Mie о] lives, 18 taa) = 
k 
E|] ACK, EC IK Xx, Mee, -0] Ц. a0) = 
E[E( I X US x IPE) = 
Ies s TEN tei = Ta) | 9 Ий = 
k 
ЕГЕ, TAOS ADAX. ieee 18 (1) Me, =o) = 
n icl 
k 
EIE, E, Сла, M OG fGG Meer ° 
g(t) | o(X,,u < s)]H hi. „ш = 


EIE, [ACK LOO). fore) - 


q(X,,d(u — s),dy) Д, „|. -0 = 


BIE TT (x...) x... J| f00 - 
g(u)q(X, „d( u - 3), dy) Tus iei |Z MMe -ol = 


s. T12.* 


(4) 


k 

Е í А 

ETT AA LAD) fel) 
i=l 3.9 )х 


q( X, d(u - s) dy). aylu. .3- (5) 
id B, = le € Ds + xx < ca + SP + DI, 
Ap = lo € 0,3 = sa TP, < rn nul, 


ds p z0,12,,2" — 1, 


$; 
ймы = 51 + 2 
ј = 1,5, Е, т = 1,2,“ 


k 
Е]] AX, ALDI, M, асе, E Ure) = 
Tel ok 
SE[[AOS f, GG fG la Mees, аба) = 
v=0 í=1 


ва SEELEY, TI a WE). 
Nerd * a Ta): (6) 
TT ERD T ы, MUR su Sle Ty : 

ЖУ Vili, Wig o ie 

BLT ACK, Ma ir a DEG reg) 

iO rm 

клх. ТТЛ, WR Ming ca 
са ЫЙ a 

[Lo E Bs, (TG, 40s D - 


Iis, ПХ, ) g Cas, + т.) | o(X,,u = £ = ape ) | = 
= S EE 


bine < t|] Е 


Е A.) B, | IG... 1 ЗА 
k: ay AE im + Wd Keg du = s + а, ody) = 
Ел, Е, ио, Hes eiu, De 

f afa Dac dlo- s) dy) = 

VÍ LAUR, RETE BOR а айй „+ 
[одеса a, „dlv - s),dy) |Z ] = 

ETL G, Ша a gba Ms 


СТОПЕ С - з), ду). (7) 
将 (7) 式 代入 (6) 式 得 


k 
EJA, AC OLOR TA, tua) = 


k 
EJT A(X, Vis, < scr MS CC) ? 


J oy. fC) aCX dto - s),dy). (8) 
同 理 可 证 
k 
E[I A(X, A GEM ee a thi) = 


k 
E CL O0 Ht asses i| š 
IA EO, een Xs m)xE 


flye(y)q(X, ,d(v - s),dy). (9) 
TECS) (8) 和 (9) RIRA (4) 式 得 
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k 
E[[ GO, ACK f, Mis, exes, 
is1 
k 
EAA eai 
i=l 


j, „„/О)в(%)4ОХ,,4(» - s) ,dy). (10) 
E (10) 式 , 可 以 证 明 引 理 3 R. 
引 理 4 若 蕊 是 齐 次 马尔 可 夫 骨 架 过 程 , X, 是 马尔 可 夫 过 
程 , 则 对 任 一 A € £:20, B ZR B 
P(X, € А, т, = t < Tra У РРР = 
KOS p= a шыл» 
5| 38 4 的 证 明 方 法 基本 类 似 于 引 理 3 的 证 明 . 
引 理 5 若 碟 是 齐 次 马尔 可 夫 骨 架 过 程 , 则 对 子 过 程 工 = 
iX(r, + з),0 = 5 = тле. w =0,1,2,°,4: 
P(X, ы, © A,bD-lS k Oss < tay — £: I X, = x)= 
P(X, € A; ít = Lye hy p< 1 Xo = x). 
X VA, € Fi = l,*,k,s€[0,o),i-l,-,k,k-1,2,-]X 
We 


证 明 由 齐 次 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 定义 可 得 引 理 5 成立. 
$4 第 二 节 定 理 的 证 明 


定理 2.1 的 证 明 ”由 Dynkin[1] 定理 10.1 即 知 子 过 程 X, = 
[X(t),¢ < т 是 马尔 可 夫 过 程 ,由 引 理 3.5 即 知 X, = X(t, + 
t) OS t< tn - mnl 是 马尔 可 夫 过 程 ,n = 1,2,…. 
由 引 理 3.1 即 知 定理 2.1 AOC TL) 成 立 . 
定理 2.2 的 证 明 ”对 任 给 的 非 负 实数 。 < t, A € FRNA 
P(X, € AI Z) = 
e 115' ° 


> P(X, € A sts = t< Tas! VEJI t,<5<7,,,] = 


Ü ncm 


>! PUG c AS. = t < т К ЛЫ sce) + 


n-0 


2524 PUS E Án, жк male. д. UD 


п=0т=п+1 


由 严 加 安 [1] 定理 1.21 5| 8 3.4% 
P(X, e A;,t, st< Tatl lit. езге д = 


Р(Х, C А,т, = t < uy | (Z П 

Ur, ж жеке, A 

h(X,,t - s,A) Ц. srcr (2) 
id P H(X, ‚т„),п = 0,1,2,… 的 大 步 转移 概率 , 则 对 于 т > 


n, 由 严 加 安 [1] 定理 1.21 及 定理 1.1.1` 引 理 3.2` 引 理 3.3 知 
Р(Х, Є Ast, St < чш | AD Ie asa = 
Р(Х, € Asty = < tay bloCE T 
(m = зе Ta) M use. A = 
Е[Р(Х, Є А,ть =< t < Tt I) | (Z 
Vey eg е mad] dies pe 


EIE[A(X, st - mA cn 1 JI AF 


nu (т, < 5 < Жа УЗ ° lt. ses, 二 

£ (m-n-1) 
Bif nou = u,A)P (X, ‚(и 一 Tar) dy) ! 
a (Z П (ғ, < 5 < Lau Н ае = 


LE hos = и. AJP D (аа r),dy)]- 
q(X,,dz,d(r - s)) ` liess 1 = 
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| | d Í h(y,t-— ш,А)Р'**9 (2,8 (а = v= s),dy)] - 
JEJO J Elsen 
q( X,,dv,dz) ы I esses | = 


LU (ум s= $ ИЛ == ui ,A) P7" (z,du;,dy) ] > 
q( X, , dv, dz) Y Ii. scr 1: (3) 
将 (2)、(3) RAO) 右边 得 : 
P(X, € AI.Z) = 


)3 h(X,,t - 85A) Ti. 1 usi + 
һ=0 


4 2; LLL Me -s-v- uy, A)P^-* (;, du, dy) - 


q(X, ‚ао, ах) Д.а, = h(X,,t - s,A) + 


LU hos = $= v= i A) 2; P” (z, du, ,dy)]- 
q(X,,dv,dz) = h(X,,t -s,A) + 
[J Uff ao -s-v- uj, A)P(z,du,,dy)] 
qCX, , dv, dz). 
ХНК Ка, ARBRE: 
P(x,t,A) = Р(Х, € Al Xo = х) = h(x,t,A) + 
во -v»- u,,A)P(z,du,,dy) ]q( x,dv,dz). 
定理 2.3 的 证 明 H X A GARB XE, D; Dynkin[ 1] 定理 10. 
1 的 证 明 可 得 过 程 Xo(1) t < c 是 一 齐 次 马尔 可 夫 过 程 . 取 qi x, 
t,A) WEE X(t), t > 0 的 转移 概率 ,由 Feller 性 知 ;对 任意 1 二 0， 
E — 尺 有 界 连续 函数 /, 有 | /(y) e Сео) 是 *,z 的 连续 函数 ， 


仿 引 理 3.4 的 证 明 可 得 引 理 3.4 仍 成 立 . 再 按 定理 2.2 的 证 明 方法 
可 得 定理 2.3 成 立 . 


бит. 


定理 2.4 的 证 明 WEE E BAAR RTPA BAS [ü] , £s: 
合 定理 2.1 定理 2.2 即 得 定理 2.4 JR. 

定理 $5 的 证 明 ”由 定理 中 假设 条 件 知 , 对 任 一 x € E, t 0, 
s 三 0, 我 们 有 

F(t +s) = Flx,t+s) = 

P(r, > t +s, | Х(0) = x) = 

P(x(t + s) € Б уту > t+ s)X(0) = x) = 

[PG@ E dtr, -DIXO 2 

P(x(t +s) € Er > t+ 51 Х(0) = ж), x(t) = y) = 

[Pto € ds > 1) 1 XO) = 2) - 

P(x(s) Є E,r, > s | X(0) = y) = 

[PG G) € dye > (130) = x) F(s) = 

P(x(t) € E,z, > t | X(0) = x) - F(s) = F(t) - F(s) 
再 由 F(t) 的 右 连 续 性 立 得 所 证 . 


$ 补充 与 注 记 


本 章 结果 属于 刘 万 荣 , 刘 再 明和 侯 振 挺 . 
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10 马尔 可 夫 型 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 
无 穷 小 生成 元 


众所周知 ,在 马尔 可 夫 过 程 的 研究 中 ,其 无 穷 小 生成 元 是 非常 
重要 的 工具 .本 章 对 构成 马尔 可 夫 过 程 的 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 无 
穷 小 生成 元 加 以 研究 . 


§1 算 子 半 群 


定义 1 若 齐 次 马尔 可 夫 骨 架 过 程 ,构成 一 个 马尔 可 夫 过 
Te, WR X 为 马尔 可 夫 型 骨架 过 程 . 
定理 1 设 X 是 一 马尔 可 夫 型 骨架 过 程 ,t,,n = 0,1,2,… 是 
其 骨架 时 序列 , T, t > 0 是 工 的 转移 概率 的 算 子 半 群 .由 定理 9.2. 
14, TE Xo = XE) « nl 是 一 马尔 可 夫 过 程 . 记 1 和 ,| 是 
FF Xo = 1X(1),t < ту} 的 转移 概率 算 子 半 群 ,X, Xo 的 转移 
概率 分 列 记 为 P(x,t,A),P,(x,t,A),q° (x, 7 .) 是 离散 时 马 
尔 可 夫 过 程 ( X, s.n = 01,2; 的 n 步 转移 概率 : 
de 
记 
q(x,t,A) = S4 iest A): 
则 
Tf(x) = | al sf y) qn ds dy) + f(z). (1) 


(0.:] 
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iE BA 


T f(x) = E, f(X,) = YE ULM ce 


= 


l° 
nat 
АЯ fe b. , п > 1 时 
E. f nM sreng] = 

2523 


lim 2; E. X) fii а-ы Wither, sl t E, f( X, Ц. =a A 


2*3 


lim 5, E, KX. +n Vee t <i Blas. 475,4 + 


E, f( X. ) Iis, =t] 


2^-3 


lim ХЕ... = ЕХ, ith) Mth cg 09 LÆ ] n 
mo To 


n+l ^n 


E, fx, Mts, <1 


gaj 


B k | А ? | 
lim DET ИИА <itl,) E, f( Xia, ) Tt | + 
MURIS 2 „ыс Ta 2" E 1 


Е, f(x. УЧ жей 


373 
a >| Tt c, uui E, f( Хы, ) Iiis, 14 (x ,ds,dy) + 
m-9't-oJ[0,e)xE 2" 2" >" mien 


Е, f(X; M. <i S 


2 


|... lim 2, fl Meat) Lashes Ti ama q ' (x ,ds,dy) + 
E, f( X. )Ц. „а = 

|. ) „BS Nes Mises, Посао" (x ds, dy) Fs 

Е, f(x. ) Ii. а = 


(n) 
|... EAX Xas sex) Tiogsct} 7” (x,ds,dy) + 
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E. AN. hy = 


T fO Moesa Ce, + 


| 10, ex E 


fs Mana Cade dy) = 
10, e )xE 
Js T0 ossa d (5 ds dy) = 


Lr T, f y) q? (x,ds,dy). 
n =ОШ BAF т = Т.Х), 
所 以 对 vf € bE) 式 成 立 . 
对 任 一 (E, 如 上 有 界 可 测 f, 取 f. € b E n = 1,2, f. а.о, 
则 由 有 界 收敛 定理 即 得 : 
T, f(x) = lim T, f, (x) = 


lim 7", f, (x) + lim [T OG ds d) = 


T' f(x) + f [maf O00 ds dp). 


$2 MER 


id 
Rg = [ета Rg = | e*r gat, A > 0. 
定理 1 若是 可 测 马尔 可 夫 型 骨架 过 程 ,|r,n = 0,1,2, 
…| 为 其 一 骨架 时 序列 , 则 
Re(x) = R'g(x) «| e "R'g( y) q(x,ds,dy). 


Ех(0, œ) 
WERA 
“ДО < 


Kg |, е Та = E, | еа (а) = 


ati 2 


E, Ы" g(X,)di = 


Ë 
m 
“ ^ 
ec 
Te 
~ 
Ls 
м2 
б. 
~ 
" 


en g ( Kair, ds = 


У) E, е^ Е, I e™g( x: )ds E 
t 40 


n=0 


bj Ee ^ R';g( X. ) = 


n=0 


> e "R'g( y)q" (x,ds,dy) = 


n-0* Ex(0, « ) 


Joes © Rig ly) qx, ds, dy) + Rg(x). 


$3 BARNER 


A,A, DHX, X 的 弱 无 穷 小 生成 元 , Di, Di, 418 A, 
À, 的 定义 域 
定理 1 若 对 于 任意 固定 的 x € Е, Ti, m 0, 作 为 
(5, 双 上 测度 族 ,1 一 0 时 , 弱 收 全 于 (E, 芭 上 的 菜 测 度 g(x, +), 
WW D; = D, HX vf € Di 有 
Af - A, f + | foa Gy). 


WEBB ”由 定理 1.1 知 
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(fla) -f(2)) = 
1 

1 

LET, Aa) - f(a)] + 

J e) =f) A (C assay) = 


LT, f(x) - f(x)] «LE 2/(y) g(x,ds,dy) + 


ir fla) - fla) + | | Т,,/бу)д(«,4з ,dy)] = 


[ ert Pen f) д Rale ds dy) + 


t- 


| [a = T, fCGy) q( x, ds, dy), 


因为 
PT = TAfC)), 
17,1 x1 
所 以 
| S Tu) I<! Af(y) Т, 
7, уу) - бу) || = 
IÍ TA, Adu ll < WAL уу) G $). 
故 


t-s 


lim | [° £st Pe foo — n Jf) - fly) _ 


A, fly) ]q( x, ds, dy) = 0. 
对 V to > 0, 成 立 ,又 因为 


NICE 4) = [foo Ga). 


而 


(1) 


(2) 


(3) 


< 123; = 


lim | | GO -3 )4 f Gr) q Gn ds,dy) = 
reo + £40 t 


lim |, [a 二) 了 jh fy) q x ds dy) (И ИЛЕШ) = 


-07 t 
ЇЇ Ви ae Tuei fCy) qGCx ds, dy) (4) 


等 于 0. 由 (1) ~ (4) 式 得 
lim [469 - f(z) _ T. f(x) - f(x) 
rot t t 


| fo ax,dy), 


ls 


D; = Di. 


AfG) = Ay fG) + | 50000,4), 
id 
I = [fiw - lim, f = fl, 
ш — lim 表 弱 收敛 . 


定理 2 D. = (К, + | „е“ (у) g(x,ds,dy),g € 


[0, = )х 
Big} sa: > 05 
证 明 ”由 定理 2.1 及 Dynkin[ 1] 定理 1.7 即 得 . 


$4 ” 强 无 穷 小 生成 元 


设 4,4 分 别 为 ,Xo 的 强 无 穷 小 生成 元 , D, D. 分 别 为 4， 
A’ 的 定义 域 . 
定理 1 (i) #XJHE— t > 0, 任 意 固定 的 x € 已, 作为 (已 ,到 
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上 的 测度 族 , ECE, 2) 上 的 测度 д (а, +), В 
BF a 是 一 至 的. 


(ii) lim supE,7 , єл = 9; 
нәр" ic Е к= 
则 D, = Dy H 


Af = AT + | foa G4. 
证 明 因为 Ef = T',f + E, f(X,) lis 


I rf-T.fl = IEA Л < 
fll зирЕ„ „1 t — 0" 0. 
所 以 
lim || T,f - fl = 0s lim | T,£- f| = 0. 
ro" є—0* 
又 因 
| REM t| fala a) || = 


ЗАКС СЕОСКЕ 
spf | TA Ои 


W v f € p, U Dy A 
lim || T, f(y) - fly) || = 0, 


所 以 
T, = T^ 
Ча | REM t| foods dp) 1 < 
lim || 7”, f — f || lim sup 060) = 
Ot o*t z€ t 
lim l| Tf -flq' (x, E) = 0. 
0 
又 因为 
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s- lim - | Oula, rd) = | EG! Gi dy), 
所 以 D, 一 Dy H 
Af(x) = A, f(x) + | fq Gy). 


§5 广义 生成 元 


定义 1 WN = 1x(1),t < cl 是 一 马尔 可 夫 型 骨架 过 程 ,到 


= e(X, „з = jst € [0,9], 


D, = |f E 多 使 得 对 Vx EE,E,| 12() Ids < œ, H Mf 


= fa) - Ax) - [^ (ds € [0,0] BF ORI 


4 f € D, g 是 Di 定义 中 存在 的 与 1 相应 的 g, 定 义 Af = д, 
ШЖ 4 Jg X 的 广义 无 穷 小 生成 元 . 

E non = 0,1,2,… 是 马尔 可 夫 型 骨架 过 程 工 的 一 骨架 时 序 
5], id Pi (x,t, A) ET EE XC) t < ri 的 转移 概率 ,p(x,di， 
dy) (X, ‚т„),п = 0,1,2,- 的 nn 步 转移 概率 ,p(x,t,dy) = 


| Gs, ау), 
p(x,t,dy) = p,(x,t,dy) + p (x,t,dy). 
4 
ёе |ë € #,Е,[' | g(%,) 18: < o, 
H 


E.| ах) "a | | ap Gods ау), š 
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| E, | «(ХР ду) =0, үхЄЕ|, 
ЕК 40 


D = EERE z€ CME f(x) = -E.| gX. )ds, f(b) = 0l. 
定理 1 D. = D 
WEB] НУХ, , € [0,0 ] 是 一 马尔 可 夫 过 程 ， 
所 以 M$ € [0, © ] ERR, SAM ЧУ Vx € Е,:Є [0,9] 7483 


ЕЎ.) - f(x) - [сказ] эй. 
RIRES- ә [60,4] = 8. (1) 
Е) fe) - fo" e(X ds] =0. — (2) 


У vx € E.t € [0,0] mw. 
(1) 式 即 为 


f(b) - flx) - E. [ а(х) = 0, (3) 
而 
E.| g(X)ds ч 


| E,g(X,) Hi. = 

Ува), = 

n-07 0 n n+ 

| Е.Е, g(X,) fo. cic.) | Z 145 = 

п=0 

ff E,g(Xc аул: YI p * (5 du di ds = 
n-040 [0.s]x E T am ^n [s-u« 0] $ А 


>|. s| eO osse dap (а,аи ду) a 


e MN 


S^ "M he Cit. ^S TES 
hs m g X.) dep (x, du, dy) p 


> = ,E UOS) - fly) lp (x, dy,du) - 


ns0 


2 tj. dis ul CPU Ordo, dz) p? (x, du,dy) ==: 


a 
п=0 


| uf 000 xsdu,dy)] = 


E fly) p"? (x,du,dy) - 


10, =)хЕ 


[uf 0009 (x du dy) u 


Е | fp («› ау) =- f(x). 
H (3) 式 得 
f(b) = 0. 
H (2) 式 得 


0 = ELA Xn ) - f(x) - [^ caa = 

т т tAr, 
E[-E,. [ваз + E, g(X)ds E r 6 = 
- ЕГЕ, | z(X)4s1,.. + Ex, | £C dsl] + 
E, | g(X, )ds Е E,| eae = 
- [E [ eG ds (1,4) = 
[E f eX dsp (x, 1,4) + 


E. | «(x)8s - | E,g(X,)1,..,ds = 
0 
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(4) 


(5) 


= [ E, [g V dsp(x,t,dy) + 
E, | g(X,)ds - | | g(y)p,(x,s.dy)ds. (6) 
J0 JoJ E 
BG). (6) 式 知 D, c D. 
ERE f € D, 
f(x) =-Е,) g(X,)ds, 
从 而 对 yr € [0,0] 有 
Bf g(X,)ds = | Eg(X) nds, 
所 以 
E.G, - fa) - [^ z(x.)45) = 


BL DO f eic 1 + КЎ.) Ка = fx) = 
n=0 

EI g OX) Ц. ser 1451 = 

п=0- 0 ы n+ 


D [ESO Л, erena) -Ef ECX) ir es idol + 
a=0 


E, f(b) Г „у - f(x) = 


DEE АХ), aus 1&1- 


п=0 


[E-E Le CX s аа lZ 1451 = f(z) = 
> | EF Oe cessi p I базаи, фу) = 


ҮЙ Su P LORS Miner, iP” Gr du dy) 1481 - f(x) = 
24 ыы E^ Хали Mises) p (x, du, dy) = 


* J29; * 


I E, | «( Nig v ГЕ «cau idsp ™ Gr, du,dy)! — f(x) = 


= ^ 
M 
Zu 


n-Q ~ 10.:1хЕ 


E LA ох) у: 
站 gC, dela Casa dy) + 

|... Op Gods d) n 

| EAX 0А саре (2 du dy) ACE 
Ху] mo ОР" (x,ds,dy) - 


- fO)p ^" (x,ds,dy)] - f(x) = 


|... fO) (xsds dy) < UR e Жа) = Жы) = W 
所 以 FE D; MT c Р, D, = D. 


$6 补充 与 注 记 


本 章 结果 属于 刘 万 荣 、 刘 再 明和 修 振 挺 . 
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— 8 篇 
逐 段 决定 马尔 可 夫 
骨架 过 程 


$1 引言 


本 章 及 下 一 章 研 究 马 尔 可 夫 骨 架 过 程 的 一 个 十 分 重要 的 特例 
一 一 逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 ( 见 定义 1.4.3) .粗略 来 讲 , 逐 段 
决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 是 指 这 样 一 类 随机 过 程 ,存在 一 列 随机 或 
固定 时 刻 ,使 得 在 这 一 列 时 刻 具 有 马尔 可 夫 性 ,而 在 诸 相 邻 的 两 个 
这 样 的 时 刻 之 间 的 每 一 段 中 过 程 按 决定 性 系统 演化 . 

作为 描写 连续 时 间 非 扩散 随机 系统 的 一 般 模型 , 逐 段 决定 马 
尔 可 夫 骨 架 过 程 具有 相当 的 普遍 性 ,几乎 涵盖 了 所 有 现存 连续 时 
间 非 扩散 随机 模型 .所 以 说 , 逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 是 应 用 最 
广泛 的 一 类 马尔 可 夫 骨 架 过 程 . 


$2 逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 


定理 1 马尔 可 夫 骨 架 过 程 和 = 1X(i,w),0 < t < cl WE 
段 决定 的 , 充 要 条 件 是 过 程 的 自然 流 F(X) = (77), о 为 离散 型 
流 : 
XU net та] Ú 


GE [z < :]),: >0, (1) 
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Н, (е, ) о 为 马尔 可 夫 上 骨架 中 的 停 时 列 . 
WEB] ” 先 证 必要 性 , 即 首 先 证 过 程 的 自然 流 为 离散 型 流 . 回 
忆 自 然 流 的 定义 为 
FAX) = of X58 © t| = 0lX;45sz01,£z 0. 
对 每 个 n > 0, 我 们 有 
F(X) n [ =< t < Z] = ol Xros > 0} n 
[=, < t < t]: 
因为 在 [r, < t < r=. a] 上 ,对 所 有 ss 二 0 有 
Х.л. 车 s <т,; 
Xa = a j t= Ta Xe)» smt. 
BO) 式 , 显 然 
s = o1X,,, ›5 > 01 zd Hort Е 9А n > L. 
又 由 于 在 [rz <t] 上 ,对 所 有 s > 0,48 X,, = X, (Ж, X, = 
A) ,我 们 有 
F(X) = WF Nin є t< tal) О 
GE П zas r] tz0. 
这 便 证 明了 F(X) 是 离散 型 流 . 

下 证 充分 性 .不 妨 假定 过 程 是 可 选 过 程 .对 任意 定义 在 E, 上 
的 有 界 Z, 可 测 函 数 f, 由 定理 27.4.6 知 ,对 每 个 n > 0, 存 在 过 程 
Y? = (Y? (t,o), 20) € 罗 (R,) x Z ,使 得 

Y(t,o) ш f(X(t,w)) = 


2; Y" (tw He cies, it < т. (2) 
H .Z = о(Х,) Я 
X? (1,0) € KR) x о(Х,). 
于 是 ,对 固定 的 1 > 0fffExE X dk E Ef & 可 测 函 数 go(1,x) ,使 
得 
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Y? (түш) = воб. Xo). (3) 
而 对 任意 上 三 0, 由 定义 1.1.1 中 关于 c, 时刻 的 马尔 可 夫 性 的 (C2) 
KA 
Е(Ү(т, +-t,0)Iperes,--.) 1%) = 
Е(Ү(т, + 2,9) оа, -a X, ). 
另 一 方面 ,由 了 ” (1,0) € AR,) x Z Я 
E(f(X(x, + t0) Дош. ел l E) = 
E(Y (c, + 2,9) оге 1 19) = 
Y (г, + t9) ЕС i135) = 
Y? (c, + tw) не i X, ). 
最 后 一 等 式 用 到 了 事件 [0 < t< tai- r,] € a(X,,u > т,). F 
是 
人 人 
E(f(X(r, + t,0)) Цо i el X, ) 
El oare e) MX. 2 
ATRL Y (e, + 1,0) H o (X, )- 可 测 的 .于 是 ,对 固定 的 时 间 c E 
R, ,存在 定义 在 E Ef Z WRA g, (1,0), 19 
Y? (e, 外 (4) 
将 (3) 与 (4) 两 式 代 入 (2) 式 即 得 


f(X(t,w)) = AC = 1554, Ht. cue dst © t(o)- (8) 
TE, 注意 到 过 程 的 右 连 续 性 及 /的 任意 性 知 ， 对 每 个 n, FEE 
XE R, x Е БЕТЕ 的 关于 /上 AHERN AR, ) x & 可 测 函 数 
Palt, x) 使 得 (1.4.13) 式 成 立 . 充 分 性 得 证 . 

这 就 完成 了 定理 1 的 证 明 . 

定理 2 右 连 续 随 机 过 程 X = 1X(1,w),0 < t < cl HAR 
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Dig n ea SET ЖЕ. АБИ Н Ra FRFR: 

(i) 存在 一 列 递增 的 非 负 随机 变量 序列 (上 ),。 B. ro = 0, 
Ts ^ Ti 

(ii) 对 每 个 n = 0, 存在 定义 在 R, x E LIEF E 的 关于 1 右 
连续 ACR, ) x 区 可 测 函 数 o, (1,x), 使 得 


X(t,w) = eG -= Ce TU uu 30st € e. (6) 


(iii) 随机 序列 (了 ә 构成 马尔 可 夫 序列 ， 且 转 移 概 率 仅 依 
赖 于 第 二 个 分 量 . 

证 明 ”由 定理 27.4.1 知 ,r,, 三 1 为 停 时 , 故 只 需 证 满足 定 
H(i) Gi) Gii) 的 右 连 续 过 程 XxX 对 任意 定义 在 EL 上 的 有 界 
E 7 - 可 测 的 函数 /, 定 义 1.1.1 中 的 (C2) REZ. H Gii) 知 ,对 任 
Bin > 0, RRE = olp, h) I о Mol qs та) KF 
с {Uo (CX, ) 条 件 独立 .由 定理 1 的 证 明 过程 并 注意 到 

X(c, + t,w) = 


250. 十 上 一 Zn ;X, iia anter, al + Alte usa: 


WHER (2 OM L(x, + t, в) Ж olas 0.77) 可 测 的 .由 单调 类 
定理 立 得 所 和 欲 证 . 

引用 $1.1 中 的 记号 Qn, Fas Qan- 

定义 1 lpn Frs Qarli 称 为 逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 
三 元 特征 列 . 

注意 到 o, (t,x) 未 必 连 续 , 当 系统 在 [zc, 0.) 上 演化 时 亦 可 
能 有 跳 .为 了 区 别 这 样 按 决定 性 运动 的 跳 时 刻 与 v, , n > 0, 我 们 称 
前 者 为 确定 跳 时 刻 , 称 后 者 为 随机 跳 时 刻 .特别 地 , 称 т, 为 第 n 个 
随机 跳 时 刻 . 

下 面 定理 3 给 出 了 齐 次 逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 刻画 . 

ЖЗ HERMIE X = (x(1,9),0 t < r(w)) 为 齐 
次 逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 必须 上 且 只 需 下 面条 件 成 立 

= T36: : 


(i) 存在 一 列 严 格 增 的 非 负 随机 序列 (r, ) ото = О.т, Ат. 
(и) 存在 定义 于 R, x E СА ТЕНК ТЕА AR, ) x 
E- FY YM PR (x,t) ,使 得 


X(t,w) = 2; g 一 г. ХСт,)) Д еее 1:0 Lc T. (7) 


(їн) 随机 序列 (7w) ,构成 状态 空间 为 (R, x Ey, AR, ) x A 
的 齐 次 马尔 可 夫 序 列 , 且 转移 概率 P pha € B | n.) = PC ma € 
B | X, (BE B(R,) x &) 5 m 的 第 一 个 分 量 o, 独立 . 

证 明 ”充分 性 由 定理 2 立 得 . 

往 证 必要 性 .由 定理 2 只 要 证 2 (t,x), FL (x, dt) Ж 0, (x,t, 
dy) 53 n KK. FX E, HH 1.1.1 0] Cii) 成 立 . 于 是 齐 次 马尔 可 
FFI Cy) no 的 转移 函数 qu(x,dt,dy) = q(x,dt,dy) 5 n X 
关 , 故 得 Е,,0, 与 无关. 其 次 ,由 齐 次 马尔 可 夫 上 骨架 过 程 关 于 随 
机 跳 时 刻 的 马尔 可 夫 性 $ 1.1 中 的 (2 ) 知 ,对 任意 的 n, 从 同一 状 
态 出 发 的 两 过 程 (X(t, + 0,0 t < т) 与 工 有 相同 的 分 布 .再 由 
(iii) ,cu 53 c, 同 分 布 .进而 ,从 同一 状态 出 发 的 两 过 程 (X(t,w)， 
О<1 < т) 5(Х(т, + 0t,9),0 < t < о) 同 分 布 . 另 一 方面 ， 
(X(t),O<t < т.) = (ф,(2,Х,),0 < t < т,),(Х(т, +),0.< 
t < Ons) = (@,(t,X, ),0 t < on) WH o, (t,x) = go(t,x) 
5 n XX. 

推论 1 ЖВНЕ ЧИКАГА АРАЛ УРИ ИКЕА 
过 程 的 充分 必要 条 件 为 逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 特征 列 
(Pas Fas Qu uso WE: (Ф,,Е,,0,) = (e, F,Q) У n XX. 

RIEC, F, 0) 为 齐 次 逐 段 决定 马尔 可 夫 上 骨架 过 程 的 三 元 
特征 . 

下 面 我 们 来 考察 几 个 熟知 的 逐 段 决定 马尔 可 夫 上 骨架 过 程 的 三 
元 特征 . 

(1) 最 小 Q I. X = (x(t,o),0 < t < z) ARE E = 
Z, QERKO = (q) 的 最 小 Q 过 程 (其 中 т 为 第 一 个 飞 牙 点 ) . 
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进一步 假定 Q 是 保守 的 , 即 2，,% = 9 =- q.(i € Е). АШ 

g(t,i) =i,i€ Et C R,; 

F(i,t) =e“ i€ E,ot€ R,; 

ОСЫ) = qi,e,ty}) = 

4 (s DIE E,t € R.; 

Q(i,tlil) = qli,t, til) 20,4 € E,t ER,. 
其 中 , F(i,t) = F(i,Ct, 0]). 

Gi) 半 马 尔 可 夫 过 程 . 设 X = (X(1,9),0 < t < c) WRU 

E = Z, ЗАКЕ F(t) єк 的 半 马 尔 可 夫 过 程 .我 们 
知道 ， 

F;(1) = P(x, = Ti tls = 1, 

i jE E,t © R,,n = 2,7. 
则 

ф(1,1) = i,i€E E,t C€ R,; 

F(i,t) 21- УЈЕ;(), Є Et € R 


dF,(t) 


q(i,t,lj1) = d - FG pi € E,tER,. 


其 中 ,最 后 一 等 式 右 端 理解 为 Radon-Nikodym 导数 . 
(iii) Davis 的 逐 段 决定 过 程 (PDP). 设 X= (X(t,w),0<t< 
r) 为 取 值 于 (E, 罗 的 PDP. 则 g(1,x) 为 一 局 部 Lipschitz 连 续 向 量 
场 的 流 (flow) . 
MKT Ao 的 流出 边界 . 则 
Q(x,t,B) = Q(g(t,x), В), х € E,t € (0,с(х)],В € £ 


F(x.) = pot [sitio O<t<c(x); 

9, 1 > с(х). 

HP, Q:E UP >AE) WE 0(х, 1х1) = 0; с(х) У x HRB 
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流 o 运动 首 中 边界 的 时 刻 (x Є E). 
53 逐 段 决定 过 程 的 向 后 向 前 方程 与 正则 性 


从 本 节 起 ,我 们 只 研究 齐 次 逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 (简称 
为 逐 段 决定 过 程 ) . 
WY = (X(t,w),0<t < rz) 为 取 值 于 Polish 空 间 ( 忆 ,为 的 
右 连续 逐 段 决定 过 程 ,具有 三 元 特征 (p, 严 ,0O) , 亦 即 
X= Slt 一 TT MP ГЕРИ З ES fu. (1) 
n-0 
其 中 ， 
(1) (ra) aso 为 一 列 严格 增 的 非 负 随机 变量 序列 :r。 = 0, 
cT rs 
(ii) er, x) 为 定义 于 R, x E PIETE, 8) 的 关于 4 右 连续 
JXR,) x E- 可 测 的 函数 ; 
(їн) (Р(х, -))„єк HIIR, (0(х,!, -)) соєва 为 转移 
Fi ,满足 
P.( Tay - т, € dtl X, ) - F(X, , dt) , P,-a.s. 
PACK e dx | X, „ты = г.) = 
Q(X, | Typ = F; dx) 5 P.-a.5. 
我 们 来 考虑 一 维 分 布 的 计算 问题 , 即 对 任意 x E€ E, € R,, 
A € £H 
P(x,t,A) = P,(x(t) € A,t <r), <€ E. 
h(x,t,A) = F(z,t)Losca 


q(x,t,A) = falede) 
h G4) = | e*A(x,t,A)dt 
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q(x, A) = [ e" q(x, di, A) 


ШЖ 1.2.1 £8 
定理 1 P(x,t,A):x € E,T € R,,A € 区 是 非 负 线性 方程 


Z(x,t) = | | Z(y,t - u)q(x,du,dy) + h(x,1,A) (2) 
ЕЈ (0. 1] 


的 最 小 非 负 解 ,等 价 地 Р, (x, A):x € E,A € EGA € R, 是非 负 
线性 方程 


Д0) = |a (z.4y)Z (yA) eG) 0) 
的 最 小 非 负 解 . 
由 定理 1.2.2 得 
定理 2 若 存 在 非 负 可 测 qi (Q (x,A):x € E,A € 加 ,使 得 
[G4 Q4) T 


[a Gd) Gr 4) ERACE 
则 (P(x,4):x € E,A € E,À € R, ) 是非 负 线性 方程 
Z,(x,A) = | 7(х,4у)ф G4) + 0,4) (4) 


的 最 小 非 负 解 . 

按 $1.2 中 定义 方程 (2),(3) 和 (4) 分 别 是 逐 段 决定 马尔 可 夫 
骨架 过 程 的 向 后 和 向 前 方程 . 

由 定理 1.3.2 得 

定理 3 ” 逐 段 决 定 过 程式 正则 的 充 要 条 件 是 方程 


| = | я.(х.4у)в(у),х € Е,А > 0, 
О< 2 Є В, 


(5) 


只 有 零 解 . 
由 定理 1.3.4 得 
定理 4 F 
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supq; (x, E) < L, A0, (6) 
Wi Brae RE X 正则， 


$4 BAR EMA 


在 第 7 章 中 我 们 研究 了 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 首 达 时 间 分 布 和 
和 矩 ,但 本 节 的 结果 要 直接 推导 , 因为 这 里 的 过 程 未 必 满 足 (7.11) 
和 (7.12). 
本 节 的 目的 是 考察 逐 段 决定 过 程 ,XX = (X(t,w),0 < < 
rt(w)), 首 达 给 定 状态 闭 集 A € ЈЕ, 
talw) := inf(t > 0,X(t,w) € A), (1) 
的 分 布 和 均值 .与 ( 纯 ) 跳跃 过 程 不 同 ,跳跃 过 程 首 达 给 定 状态 集 
的 时 刻 只 可 能 发 生 在 (随机 ) 跳跃 时 刻 , 而 逐 段 决定 过 程 则 既 可 能 
发 生 在 随机 跳跃 时 刻 ,又 可 能 发 生 在 相 邻 随机 跳跃 时 刻 之 间 . 
我 们 仍 用 c, (n >= 0) 记过 程 Ж n 次 随机 跳 时 ,同样 地 ,o， 
= т, - т,1(п >1).Я] x ¢ 4, 引 入 记号 
hl (2) 


flz,t,A) : = P,(r, = t). (3) 

显然 ， 
f(x,t,A) = S£ G.A). (4) 

又 记 
t, (x) := inf(t > 0,9(1,x) € А). (5) 

引 理 1 设 x ç 4. 则 
fi(«,t,A) = 

F(x.t.(x))It wei + q(x,(0,t. (x) A t],A), (6) 


Tax £A) = | -q(x,du,dy)f,(y,t - u,A). (7) 


(0.1, (x) A r]xA 


= 141 ° 


НФ, F( x,t) = F(x. (t. + 0 1). 
证 明 ”首先 ,注意 到 4 为 闭 集 以 及 过 程 X 的 右 连 续 性 ， 
ftw tA) = Pie т, m At) = 
P. 2 ту < тууту St) Py =e SD = 
Р. (ту S $, Cut) Sp) + 
P,(r < t. (z) A t,x, € A) = 
F(x,t. (x))In wed + q(x,(0,1. (x) A t],A). 
其 次 ,对 任意 nn > 1, 
Jis 2,4) = P. (=, & Ta = Tat A t) = 
P.(0-c c < fox) A t. X, Є AS;z, < rz, < z,a At) = 
E CE UI. cs, солех, Ein asa An 1-4 ]) = 
E (По «а, (orn, e EUis en us, An | & ]) = 


E. Hos ei, (anna, Є Ex, [te zener kusaypi lesa) - 
1 


|. (Ad ede du,dy)P,(r,., < Tx Б A (t = u)) = 


网 coup "P Mrd dM - Ur). 


其 中 ,倒数 第 三 个 等 号 是 由 于 逐 段 决定 过 程 关于 时 刻 z HSK 
性 . 引 理 得 证 . 

定理 1 (f(x,i,4),x € AAC £t € R,) 是 方程 

f(x,t,A) = |. contested eddy SCY st = u,À) + 

F(x, t.(%)) Ц, сос + q(x, (0,0. (x) A 1],A) (8) 
的 最 小 非 负 解 , 且 可 用 (4) , (6), (7) 式 逐 次 逼近 . 

证 明 ”注意 到 定理 27.2.2, 方 程 (8) 的 最 小 非 负 解 总 是 存在 
唯一 的 .进而 ,又 注意 到 (4) 式 , 由 定理 27.2.9( 第 二 逐步 逼近 法 ) 
及 引 理 1, 即 得 结论 . 
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f(x,A) г= f(x, + ®,„А) = P(r Se v). (9) 
本 节 以 下 约定 :(0,4. (x)] = (0, + ©), 4 1, (x) = + = Hf. 
定理 2 (/(x,A),x € A^,A € ABE 

f(x,A) = | Ax. du,dy)f( y, A) + 


F(x,1.(2))Ti tere) + q4(x,(0,1. (x)],A), (10) 
的 最 小 非 负 解 . 且 可 由 下 面 (11) , (12) REKEL. 

fiw, A) = 

F(x,t. (x)) Ц, (әзәр + 65,(0,:1.(x)],A),— (11) 


(0. t, (x)]x4 


faa(z,A) [6.0.1 GO) (rs. — Q2) 


WEB] ”与 定理 1 的 证 明 类 似 . 略 去 . 

注 1 如 若 某 保险 风险 模型 的 余额 过 程 X 为 逐 段 决定 过 程 ， 
HJ A = (- %,0]( 此 时 状态 空间 E = R) , 则 /( x, A) 即 为 初始 准 
备 金 为 x 的 破产 概率 .破产 概率 的 求解 与 逼近 是 破产 理论 的 主要 
研究 课题 . 

推论 1 Wnt. (х) =+ ю,хЄ EMI (f(x, A), x € ASAE 
6) 是 方程 


flx,A) = | .a(xedy)fly,4) + q(z,A), (13) 


的 最 小 非 负 解 , 且 可 由 下 面 (14) , (15) RAVE. 
fi(x,A) = q(x,A), (14) 


feala, A) = | ae .dy 4). (15) 


其 中 ,q(x,*) = q(x,(0, + ©), -),x € E. 
WEBB ”本 推论 为 定理 2 的 特殊 情形 . 
注 2 (q(x,-),x € E) AA EC, ) 的 转移 核 : 


q(x,B) = | F(x,dt)Q(x,1,B),B € Z. 
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下 面 我 们 来 考察 , 当 f(x,4) > 0 时 , 首 达 时 刻 т, ARR, 

me (х) t= ECAN Ta <+ ®),р = 1.2.5. (16) 
参见 注 1 ,如若 保 险 风险 模型 的 余额 过 程 X. 为 逐 段 决定 过 程 ,同样 
ЮА = (-%,0]. 这 时 去 称 为 破产 时 间 .(16) 式 即 , 在 有 限时 间 内 
破产 的 假定 下 ,破产 时 间 的 p 阶 矩 .特别 地 , 当 p 取 1 时 ,ma(x) = 
ту! 为 平均 破产 时 间 .平均 破产 时 间 的 求解 与 通 近 亦 是 破产 理论 
的 主要 研究 课题 之 一 . 

同样 设 4 为 中 闭 集 ,x € АС. Хп S1,p = 1,2,…, 记 


py?) (x) = |, á Pdf.(x,t,A), (17) 


BP (x) : = Dus” (а). (18) 

易 见 
m? (x) = uP (x)/f(x,A). 
XHE— B € BO, + о), q(x, B,dy) < q(x,dy) = q(x,(0, 

+ о), ду), fk 

q(x,B,dy) = F(x,B,y)q(x,dy), 
其 中 ,g(x,B,dy) KF q(x,dy) 的 Radon-Nikodym 导数 F(x,B, 
у) 可 取得 ,对 固定 的 х,у € E, F(x, *,y) 是 (0, + ©) 上 的 准 概 
率 测 度 ; 而 对 固定 的 BE AO, + ©)),F(-,B, -) Bex EW 
测 的 .又 记 


к Ge, y) := | ,FFG dis y), (19) 


[0.:. (x) 
引 理 2 
IP (x) - F(x,t. (x))li. (x) Fs. Giese} + 


| q(x,dt,A); (20) 
(0,1, (x)] 


P 
prn (ж) 2: > [абан (a, yuy). (21) 
m=0 


证 明 ”由 引 理 1 的 (6) 式 , 立 得 (20) XX. 
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再 由 引 理 ] 的 (7) zÇ. 
B ma) = | 


J {0,+% 


df, i(x,t,A) = 

| ralf Gs CG 

J (0.4 0) J (0... (3)A 1]x 4 

Jat enean f F(x du y)f (y, t - u,A) = 
J acean, о Fla,dusy) x 

Í. [u + (t - u)ld (yt - u,A) + 


[4'®›4У)] „_,Е(«,й„у fees, „лу, (у, А). 
注意 到 / (х,0,А) = 0, 上 式 最 后 一 等 号 右 端 第 二 项 为 零 .于 是 ， 
pP uy = еса» орану) х 


To ois ^ = ш) "df, (у, = u,A) = 


PE 


1 Усач: муар rst na) = 


(uto) лу 


a. F(x,du,y)u"| o df Cy v, A) = 


(0,4 


p 
27 Cz | aC ау) (х,у) (у). 
m=0 


这 就 证 明了 引 理 . 
定理 3 对 p > l, (x),x € A 是 方程 


X(x) = [асау (x,y) X(y) + 


p 
Df ca esd y) Су) Су) + 
m=i” 
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p(x; (x))[:. GO Ve, qos sol + 
| t'q(x,dt,A). 
4 (0,2, (а)] 


的 最 小 非 负 解 . 且 可 有 (20),(21) 及 (18) 式 逐 次 逼近 . 
证 明 ”注意 到 (18) 式 ,由 定理 27.2.9( 第 二 逐步 逼近 法 ) 及 引 
理 2, 即 得 结论 . 


$5 成 为 马尔 可 夫 过 程 的 充 要 条 件 


我 们 看 到 , 齐 次 逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 演变 由 三 个 因 
素 决 定 .一 是 两 个 相 邻 的 随机 跳 时 之 间 过 程 按 9 作 决 定性 运动 ;二 
是 两 个 相 邻 随机 跳 时 之 间 的 时 间 区 间 长 度 由 分 布 族 F(x,dt) Ж 
定 ;三 是 跳 转移 由 O(x c dy) 决定 . 令 随机 系统 建 模 工 作者 关注 
的 问题 是 , 何 时 逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 成 为 马尔 可 夫 过 程 .下 
面 定理 给 出 了 齐 次 逐 段 决 定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 成 为 ( 强 ) 马尔 可 
夫 过 程 的 充分 必要 条 件 . 

定理 1 WX = (X(t,w),0<t <r) 为 齐 次 逐 段 决定 马尔 
可 夫 骨 架 过 程 ,具有 三 元 特征 (p, 严 ,0O). 则 式 为 齐 次 ( 强 ) 马尔 可 
夫 过 程 的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 x € Ess, € R,,s+2€ (0, 
с. (x)), 

(i) (t,x) 为 上 的 半 动 力 系 统 , 即 @(t,x) 满足 


@(0,x) = x39(t,9(s,x)) = p(s + 1,3); (1) 
(ii) 生存 函数 Р(х, г) 满足 函数 方程 
F(x,t + s) = Е(х,1) - F(@(t,z),s); (2) 
(iii) 转移 核 0(x,1,dy) 满足 
Q(x,t+s,dy) = QCoC Hx) s, dy); (3) 


其 中 F(x,t) = F(x,(1,9]),c. (x) = infit: F(x,t) = 0}. 


ЖІ 1) ç HE 上 的 半 动 力 系 统 的 要 求 几乎 等 价 于 没有 要 
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求 .原因 在 于 e 描 与 的 是 系统 在 两 个 随机 跳 间 的 决定 性 运动 ,而 可 
以 充当 这 种 描写 系统 决定 性 因果 关系 的 工具 应 当 满 足 半 动 力 系统 
的 两 条 件 .2) FON ASE е 作 决 定性 运动 的 生存 时 间 的 分 布 . 
证 明 ” 往 证 必要 性 . 
首先 证 (ii) .对 任意 x € E,t Є [0,c, (х)) Rs > 0, 我 们 有 
F(x,t+s) = P(t > t + s) = 
Pte, > PCa > tele, S> OD = 
F(x,t)E(P,(v > t+ 814%) 1c, > t) = 
ECR CP 217,» t) = 
Fx, 0 E,CPy, (т, > s) | z, > t) = 


F(x, t) E, CP, y Cri > s) | z, > t) = 
F(xw,t)E,(F(@(t,x),s) | z, > t) = 


F(x,t)F(@(t,x),s). 
其 次 证 (i) . 令 
t < т; 
a 
Ü, = t. 


WW EH Cii) 及 e, 为 第 一 个 随机 跳 时 刻 知 , (а, ),。。 ALAR X FEU Н] 
乘 泛 函 . 于 是 X = (X(r,o),t < 0) 仍 为 马尔 可 夫 过 程 (参见 
Gihman & Skorohod,[1] EXE x(1,9) = 9(1,x9),0 <t < ri, 
由 马尔 可 夫 性 立 得 ф(0,х) = x.o(t sx) = eG. o1, x)). 
最 后 证 (iii). 对 任意 x € E,s,t € R, 使 得 :+ s € [0， 
c. G)) RNA 
G(x,t+ds,dy) = P(r, € t+ ds,X. € dy) = 
Е(х,1)Р, (т €t+ds,X, € dy | z, > t) = 
F(x,t)E (Р, (т € t + ds, X; € dyl| Z) zr > t) = 
F(x,t)E,(Py (т, € ds,X, € dy) | r; > t) = 
F(x,t)E (Po, „(т € ds,X, € dy) | z, > t) = 
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Fx. t) Pos (т, € ds, X, € dy) = 
F(x,t1)G( GC tx), ds,dy). 
Bul Gi) 得 


I G(x,t + ds,dy) 
Q(x,t  s,dy) = - 


F(x,t + ds) 
F(x,1)G(o(t,x) ,ds,dy) 
F(x,t)F(g(t,x),ds) | QCoGu x) s, dy). 


必要 性 得 证 . 
充分 性 .我 们 先 证 明 简 单 的 马尔 可 夫 性 , 即 证 明 yt > 0,s > 0, 
E,[/(X,,,) 1.4] = E.f(X,),x € E, 
对 任何 有 界 可 测 函 数 了 成 立 .由 过 程 的 构造 ,我 们 知道 Plori > з 
LZ) = F(X, ,s). 于 是 由 (i) 有 
Plri > tts Eleena = 
F(X, ,t + s — т) 


аад) = 


F(X, ,t _ ть) 
F( g(t - Trs X, ),s) . F(X, >t - n) 
F(X, t =) i = 

F(¢(t = 70р, CEA D ass À = 
F(X, 5) li, cie, aY: 
因此 , 记 = = Ta AT T, =< t < 74,4 DBP т 为 下 一 个 随机 跳 时 刻 . 
对 上 式 两 端 求 和 即 得 
P.(c»t4s15) = F(X,,s). (4) 
注意 到 
Q(x,s + t,dy) = Q(o(t,x),s,dy), 
F(x,ds + t) = F(x,t) F(g(1,x),ds). 
亦 由 过 程 的 构造 ,有 
P, ( X; € dy EAN ье = 
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PAX, Edy Уй eres) = 


kel” 


| QUX, .u,dy) F(X, ,du) 

[1,9] 5 

кына i жш 
F( X,, +) > Ssa. A+l 


|... 09s dy) FOE, st) F(t, X, ),ds) 


Ц, җил) = 
F(X, ,1) k kel 


I. Os dy) F(X, sds) Д. егез) = 
P, (X € dy) Tee csl М, 
故 有 
P,(X; € dy 1.4) = P, (X; € dy). (5) 

对 所 有 x € EY. 

由 (4) 与 (5) 式 可 见 , 在 给 定 Z 的 条 件 下 ,过程 下 一 次 马尔 可 
夫 随 机 跳 时 刻 , 以 及 跳 达 的 状态 与 从 x, 出 发 的 过 程 的 第 一 次 马尔 
可 夫 随 机 跳 时 刻 及 跳 达 的 状态 的 分 布 相同 .因为 下 一 次 跳 后 过 程 
两 次 相 邻 马尔 可 夫 随 机 跳 间 的 时 间 间 隔 a, ,及 跳 达 的 状态 仅 与 下 
一 次 跳 达 的 状态 x: 有 关 , 而 x; 仅 依赖 于 x, ,与 上 前 的 历史 无 关 .于 
是 我 们 便 证 明了 , 若 /为 定义 在 ER EMG EST - 可 测 函 数 ， 
则 

E,(f(X(t +-,o)) 14) = Ex [f(X(-,w))]. 

对 任意 x € EE,P.-a.s. 成 立 . 

为 了 得 到 强 马尔 可 夫 性 ,我 们 利用 关于 离散 型 流 停 时 的 特征 . 
如 果 我 们 令 Y; = (X,o, ‚Ху s023 X. ео, X, ), 则 对 每 个 停 时 
7, 存 在 一 列 函数 $1 252,77, 19 

Tit, гете] = (Cri; + š; (¥,.,)) A tite ceres: 
这 一 特征 指出 ,在 集 (T < o) 上 有 三 种 可 能 情形 :或 者 T = 0, 或 
Tz T, 对 某 个 大 成 立 ,或 者 P= Ci s,( Y, ,) 对 某 个 k 成 立 ,并 
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A(T =O) (T=) (T= tpi + s( Y, ,)) A A 可 测 的 . 同 
样 地 ,我 们 定义 t+ = z, WR» =< T < or, . 则 对 这 三 种 情形 作 如 
前 段 同样 的 推导 ,可 证 明 

PLUG s Tas) ПОГ e m) bM SF, iu 

P(X; € dy 1.45) = Pr (X, € dy). 
与 马尔 可 夫 性 证 明 相 同 的 推理 便 证 明了 ,对 任意 定义 在 EP" 上 
的 有 界 EST 可 测 函 数 /有 

E,[fCX( T +*,@)) irzo) | F] = Ey [f(x C* 9) 11.) . 

这 便 证 明了 过 程 X 的 强 马尔 可 夫 性 . 

由 上 面 定理 易 得 如 下 推论 . 

推论 1 1) 齐 次 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 成 为 强 马尔 可 夫 过 程 
的 充 要 条 件 是 它 关 于 т, (п > 0) 满足 马尔 可 夫人 性质 . 

2) F(x,0) = F(x,(0,+om]) = 1,x € E. 

任 给 一 随机 过 程 ,通常 证 其 为 马尔 可 夫 过 程 是 困难 的 ,证 明 其 
为 强 马 尔 可 夫 过 程 更 困难 .定理 1 的 意义 在 于 ,对 广泛 的 一 类 随机 
过 程 离散 型 过 程 ,提供 了 验证 其 为 强 马尔 可 夫 过 程 的 简单 明 
了 的 方法 .在 后 面 第 五 节 我 们 将 会 看 到 , 它 为 化 非 马尔 可 夫 模 型 为 
马尔 可 夫 模 型 提供 了 一 般 方 法 和 步骤 . 

下 面 我 们 先 看 一 些 简单 的 例子 . 

例 1 设 |X,,n E€ 2Z,| 为 取 值 于 = Z, 的 马尔 可 夫 链 ,转移 
EEK P = (p,) .我 们 考察 它 的 平凡 连续 化 廊 = |x,,t € R,|, 其 
中 


X = X.,3 n = t.< n 1. 
周知 ,这 样 的 连续 化 不 是 马尔 可 夫 过 程 . 由 定理 3.5.1 我 们 容易 发 
现 其 分 布 特征 
g(t,i) =i, tER, 
FU ape, з EER, 
An Fügxeskft = 1X? (€ В, | 是 有 趣 的 , 它 可 以 保证 所 得 
= 150 > 


过 程 是 马尔 可 夫 过 程 .同时 可 以 使 过 程 的 轨道 与 上 面 平凡 连续 化 
的 轨道 间 的 距离 小 于 给 定 的 正 数 ó < 1. 
Y= X; + (t п), Fret Z n+. 
此 时 ， 
@(t,x) = x + 8(t-n), 


ON (а - 2101) ei. (a +1) - 40], 
F(x,t) = р ЄЙ (6) 


Обе, jl) = ТР, [s], € R.. 


容易 验证 ,如 此 的 三 元 特征 (gq, Е, О) 满足 定理 1 的 三 条 件 . 

5 X Ш, х 的 不 足 之 处 在 于 , 状态 空间 由 Z 扩大 为 
Uz-o[ n.n + 9). 事 实 上 , 碟 为 半 马 尔 可 夫 过 程 .将 半 马 尔 可 夫 过 
程 马尔 可 夫 化 ,状态 空间 的 扩大 是 不 可 避免 的 . 

例 2 最 小 0 ME BQ = (4) 为 保守 的 Q 矩阵,X = 
(X,,0 < t < rr) 为 最 小 @ 过 程 ,状态 空间 为 下 . 则 邢 为 逐 段 决定 过 
程 ,三 元 特征 为 

p(t,i) = i, F(i,t) = 6%, 

QU, ljl) = 4/91, € E,t € R,, 
其 中 ,9% =- qi Є E. AA KE, НЕ ЕНЕ 1 的 三 条 
件 . 

例 2 说 明 最 小 Q 过 程 是 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 的 特例 . 

例 3 Davis[2,4] BJ PDP. Davis 的 PDP 定 义 形式 上 显得 繁杂 . 
原因 在 于 ,他 把 补充 变量 纳入 了 他 的 定义 ,其 目的 在 于 展示 PDP 的 
广泛 适用 性 .去 掉 其 补充 变量 的 繁 歼 ,Davis PDP 的 三 元 特征 如 下 
给 出 . 

动力 系统 (t,x) 由 向 量 场 y 唯一 决定 ， 


(а.х) = xf(o(t,x)),p(0,x) = x; 


生存 函数 Е(х,1) 有 如 下 形式 
“ 51. 


exp{ 一 | a(g(s.x))ds), it ote Yi 
F(a,t) = we 


(7) 
0, tS Sets). 
跳 转移 函数 O(x,t,dy) 为 
Q(x,t + s,dy) = Q(og(1,x)s,dy). 
它们 显然 满足 定理 1 的 三 条 件 ,从 而 是 这 里 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 
程 的 特例 . 
注意 到 , 例 1 中 的 过 程 А? 的 分 布 特征 (6) 式 不 能 写成 (7) 式 的 
形式 ,过程 V 是 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 ,但 不 是 Davis 的 PDP. 这 
表明 ,这 里 的 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 本 质地 推广 了 Davis 的 PDP 概 
Ша ” 跳 线性 系统 (JLS) ”所 谓 跳 线 性 系统 是 指 具 有 多 种 运 
行 模 式 的 混杂 系统 (hybrid system) .每 种 模式 对 应 一 决定 性 系统 ， 
而 模式 的 转换 由 一 马尔 可 夫 过 程 决定 .这 种 系统 及 其 控制 理论 的 
研究 在 近 10 年 里 得 到 了 广泛 的 重视 . 跳 线性 系统 由 如 下 随机 常 微 
分 方程 给 出 
dX, 
dr = A(r)X, + B(r)u(X,,r), wo = x, (8) 
其 中 ,X, ER 是 系统 状态 .(7,,t € R,) 是 取 值 于 S = |1,2,.,N| 
的 马尔 可 夫 过 程 ,其 Q BM = (4), ез 是 保守 的 .对 任意 给 定 
的 rE SW 


— = A(r)x, + B(r)u(X,,r), (9) 


X = X 
的 解 的 存在 唯一 性 是 设 定 的 . 
由 于 方程 (8) 不 是 定常 的 ,严格 地 说 ,方程 (8) 给 出 的 微分 系 
统 不 是 动力 系统 .因而 ,过 程 (X,) 不 是 马尔 可 夫 过 程 . 欲 将 跳 线性 
系统 纳入 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 框架 , 首先 必须 将 方程 (9) 用 定 
常 微分 方程 (组 ) 替代 .考察 新 过 程 ( 马 ,m ) .此 时 ， 


oh = A(r)X, + B(r)u(D), 
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dr 
dt 


为 定常 微分 方程 ,决定 一 动力 系统 ;而 且 对 任意 (x,r),(x’,r’) € 
RxS, 


=: Ü. 


F((z,r),t) =e", tER,; 
Ollar) at (2^ ,F)) = qo£q.: 
容易 验证 ,它们 满足 定理 1 的 条 件 . 从 而 ,过 程 (x, or.) 为 逐 段 决定 
马尔 可 夫 过 程 . 

例 5 时 滞 跳 线性 系统 (JLS with delay) ”时 滞 跳 线性 系统 是 
例 4.4 的 推广 ,由 如 下 随机 常 微分 方程 给 出 . 

ЗХ = A(rn)X, A(R + ВО), т), 
X, = g(t),t € [= 7,0], 
其 中 ,r > 0 是 常数 ,gp(:) 为 [- z,0] 上 的 给 定 函数 . 

由 于 增加 了 时 滞 项 ,系统 的 分 析 变 得 困难 .即便 是 决定 性 系统 
仍然 有 很 多 问题 没 搞 清楚 .此 时 ,过 程 (X ,r ) 已 不 再 是 马尔 可 夫 
过 程 . 但 若 记 

Y = (Ж „з E [r= r]), Yo = of). 
则 过 程 ( 也 ,mr ) 为 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 , 其 状态 空间 为 RS. 
读者 不 妨 自行 验证 . 

4 通常 称 为 (反馈 ) 控制 项 .对 时 滞 跳 线性 系统 而 言 ,可 取 и = 

(Уул); 


$6 马尔 可 夫 建 模 与 补充 变量 法 


补充 变量 法 的 研究 至 少 可 以 追溯 到 Cox[1], 它 与 半 马 尔 可 夫 

过 程 的 思想 有 密切 的 联系 (Cinlar,[2]) . 半 马 尔 可 夫 过 程 的 一 般 定 

义 就 是 借助 于 补充 变量 给 出 的 (Gihman & Skorohod,[1]p.295). 有 

关 补 充 变 量 法 的 结果 之 一 是 非 齐 次 马尔 可 夫 过 程 的 齐 次 化 - = 
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间 — 时 间 马 尔 可 夫 过 程 (Revuz & Yor, [ 1]. p. 80) ,这 一 结果 为 用 齐 
次 马尔 可 夫 过 程 理论 研究 非 齐 次 马尔 可 夫 过 程 打 开 了 方便 之 门 . 
男 一 方面 ,对 任何 与 时 间 1 相关 的 决定 性 系统 ,补充 上 时 间 变 量 
后 ,空间 — 时间 系 统 ( gos 1) 就 成 为 动力 系统 .补充 变量 的 技巧 在 具 
体 随机 模型 的 研究 中 已 得 到 广泛 的 应 用 (参见 Davis, [4] 或 
Asmussen,[ 1]) . 相对 于 补充 变量 法 的 应 用 而 言 ,一 般 技 巧 的 探讨 
显得 过 于 贫乏 .我们 的 目的 是 ,在 广泛 的 意义 下 ,研究 补充 变量 的 
一 般 方 法 和 技巧 .具体 说 来 ,就 是 研究 化 逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 
程 为 齐 次 马尔 可 夫 过 程 的 一 般 方法 和 技巧 . 

给 定 一 个 逐 段 决 定 马 尔 可 夫 骨 架 过 程 ,如 何 通 过 引入 适当 的 
补充 变量 化 为 齐 次 马尔 可 夫 过 程 呢 ? 一 般 说 来 ,可 归结 为 两 个 步 
К.Т) 齐 次 化 :把 逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 化 为 齐 次 逐 段 决定 
马尔 可 夫 骨 架 过 程 ;2) 马尔 可 夫 化 :把 齐 次 逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 
架 过 程 化 为 齐 次 强 马尔 可 夫 过 程 . 

1. 齐 次 化 技术 

WX = (X(t,w),0 < t < z) 为 一 逐 段 决 定 马尔 可 夫 骨 架 过 
T£ ARS 25 [Н] (E , Z) 为 一 Polish 空间 .我 们 来 定义 一 个 新 的 过 程 . 


4 


E, :2 l(n,x) : x € E,n = 0,1,2,°}, 


& := |Ü nl x B, : B, € En E€ NI. 
MUJ(E,,Z,) 为 一 Polish 空间 .定义 取 值 于 (已 , ,Z,) 的 过 程 Xy = 
(xw, (t,o):0 <t < c) WF, 
X,(t,w) : = (n,X(t,@)), т, < t < тп = 0,122, 
(1) 
我 们 说 ,随机 过 程 X, 为 齐 次 逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 .进一步 
地 ,我 们 有 如 下 定理 . 
定理 1 WRX = (X(1,w):0 < t < c) 为 逐 段 决定 马尔 可 
RARI, HERESIA (o, Fr, 0,),so, 则 由 (1) 式 定义 的 
WHE X, = (X,(1,9):0 < < т) 为 齐 次 逐 段 决定 马尔 可 夫 上 骨架 
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过 程 . 且 其 三 元 特征 有 如 下 形式 : 

g(t,(n,x)) = (n,@,(t,x)),(n,x) € E,,t C R,; 

F((n,x),A) = F,(x,A),(n,x) € Ey, A € AR,); 

Q((n,x),t,ln 1l x B) = 

Q.(x,t,B),(n,x) € Ept € R,,B € £, 

Q((n,x),t,{v} x B) = 

0,(n,x) € Es st € RS ,B € ®,0 > п + 1. 

证 明 RAO) E MEX, 仍 为 马尔 可 夫 骨 架 过 程 . 
我 们 来 求 X, 的 三 元 特征 列 (g, , Е, ,0,) „о. К, НО) RR XH 
逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 ,对 т„ < t < ti ,有 

X,(t,@) = (n,X(1,9)) = (n,g,(t - ta: X, )) = 
g(t - v, (n, X, )). 
故 得 o, = p Hn 无关. 其 次 ,对 4 € AR,), 
F(X, (ta), A) = Plona € A | Х,(т„)) = 
P(A, € Al (un, X(z,))) L(A) 
F((n,X, ),A). 
НИЗ Е, = F 5n 无 关 . 最 后 ,对 任意 BE GA, 
OL (n) o a In + I} x B) = 
P(X, (54) € In «1 x B1X,(7).0,4) = 
P((n*1,X, )€ In «ll x BI (n,X, зо) = 
Р(Х, € BI X, se.) = O io as B) = 
Q(Cn, X, ),o,a, In + 11 x B); 
而 对 v2 n + 1, 注 意 到 (1) RAS X, (0,4) = (n + 1,X, ,), 348 
Q.(X,(z,),o,a lv] x В) = 
Q((n,X, ),an415101 x B) = 0. 
这 就 证 明了 Q, = Q 与 n 无 关 . 综 上 所 述 ,由 推论 2 即 得 所 欲 证 . 
2. 马尔 可 夫 化 技术 
= TOS 4 


设 给 定 一 齐 次 逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程式 = (X(1,0),0 
<t< r), HARASS Е, Z) JJ— Polish 空间 .我 们 来 定义 新 的 过 
fe Ху = (¥,(t,0),0<t < т). 

E,:-R,xE, G := AR,)x &. 
СЕ, Eu) A— Polish 空间 .定义 取 值 于 ( Ey, 如/) 的 过 程 X, = 
(X,,(1,0),0<t < c) ШЕ: 
X,(t1,@):= (t-17,,X(t,w)), 
vx RT, Wl (2) 
我 们 有 如 下 定理 . 

定理 2 WRX = (X(t,w),0 < t < r) 为 齐 次 逐 段 决定 马尔 
可 夫 骨 架 过 程 ,其 三 元 特征 为 (p, 正 ,0O), 则 由 (2) 式 定义 的 过 程 Xy 
= (X,(1,0) : 0 < t < rz) 为 齐 次 强 马 尔 可 夫 过 程 , 且 其 三 元 特征 
(Pns Fns Qn) 满足 :对 任意 (s,x) € Ey,t € R,,A € AR,) A 

$a (t,(s,x)) = (t s p(t + 8,%)), 


F. ((s,x),A) = 
Иш + А)/Е(х,,(5,®]),5 € [0,c. (x)); 
д, Є Le. (х), œ). 


Q,((s,x),t,A x B) = 
не +t,B),s + t€ А; 
0, sS +t g A. 
其 中 xo 使 得 x = 2(s,xo),6lo ,为 集中 在 10} 点 的 退化 分 布 . 
证 明 ”首先 ,我 们 证 明 由 (5.2) 式 定义 的 过 程 为 齐 次 马尔 可 
夫 骨 架 过 程 .事实 上 ,由 (2) 式 ,对 mm < t < tay, 
X,(t,w) = (t-7,,X(t,w)) = 
(t = 0n,e(t-n,X)) = 
Qn (t - Tas (0, X, )) = Palt - Tas X, (z,)). 
HIT. X AFCA JES RAT AAR (о, , X. )„„ 为 齐 次 马尔 可 夫 序 
Pl, SCHEER В ЧАНА, SAER HERE 
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到 Xy 的 马尔 可 夫 肯 架 为 (mm , (0,X. )), 亦 为 齐 次 马尔 可 夫 序 列 ， 
且 其 转移 概率 只 依赖 于 第 二 个 分 量 ,与 第 一 个 分 量 无 关 . 从而, 六， 
的 三 元 特征 列 的 项 与 无关 .这 便 证 明了 为 齐 次 马尔 可 夫 骨 架 
其 次 ,由 第 二 节 最 后 给 出 的 三 元 特征 的 概率 表达 式 , 容 易 验 证 
Xu 的 三 元 特征 具有 定理 所 给 形式 . 
最 后 ,验证 X, 的 三 元 特征 (gq, , Fn» Qn) 满足 定理 3.5.1 的 三 
条 件 , 从 而 证 明 X 为 齐 次 强 马尔 可 夫 过 程 .事实 上 ,对 任意 (4,x) 
€ Eissst ER,,s > 0,s + t € [0, с. (x) - u),# 
(1) Ф, 为 半 动 力 系统 .事实 上 
€,(0,(u,x)) = (u,9(0,x)) = (u,x), 
e.t Pm(s,(u,x))) = 
Gn(t,(s + и,ф(з + u,%))) = 
(C sr u.g(te s u,x)) = @,(t + 5,(ш,х)). 
(ii) Xy ASAE FFE Ta) PRICE, (Cu x) 0) 满足 
F,(Cu,x),t +s) = F,((u,x),(t + s,@%]) = 
F(xy, (t + s u,9])/F(x,,(u,0]) = 
F( x,t + s + u)/F(xs,u) = 
[F(xo,t + u)/F(xo,u)] * 
[F(xy,t + s +u)/F(%,t+u)] = 
[F(xo,(u + t,0])/F(x,(u,@])]- 
[F(xos(t +s +u,©])/F(x,(t + u, ])] = 
F,,((u,x%),(t,0]) * Е„(ф„(ї‚,(и,х)),(з,®]) = 
F,,((u,x),t) • F. (g. (1,(u,x)), 5). 
(iii) X, MHBAQ,((u,x),t, +) 满足 
Q.((u,z),t + s,lt + s + и] x dy) = 
Q(xost + s + u,dy) = 
Q. (t + u,g(t + u,xo))s,lt + s + u| x dy) = 
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0, Co, (1+ и, (0,x5)) s jt + s + u| x dy) = 

On (Gm C1, (Qu x)) s, lt s ul x dy). 
这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

应 该 指出 ,定理 1 和 定理 2 仅 提 供 了 补充 变量 的 通用 方法 . 针 

对 具体 问题 而 言 ,通用 的 未 必 是 最 好 的 .例如 , 例 5.4 跳 线性 系统 
的 讨论 ,补充 变量 (7,) 使 之 马 氏 化 或 许 更 自然 .因此 ,借助 补充 变 
量 的 马尔 可 夫 建 模 , 与 其 称 之 为 方法 , 毋 宁 说 是 技巧 .如 果 系 统 的 
将 来 的 演化 不 仅仅 依赖 于 系统 当前 的 状态 , 找 出 所 依赖 的 量 并 作 
为 补充 变量 ,也许 是 最 自然 的 思路 . 


§7 补充 与 注 记 


本 章 的 主要 结果 是 $4.85& 8$6, 大 都 属于 刘 国 欣 . 
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$1 基本 概念 与 性 质 


1. 半 动力 系统 

我 们 知道 ,如 果 一 个 系统 的 发 展 变化 完全 由 系统 内 部 的 关系 
所 制约 ,就 叫做 决定 性 系统 .用 数学 语言 来 描述 ,决定 性 系统 是 这 
样 的 系统 :在 取 定 了 计时 起 点 后 ,系统 在 时 刻 的 状态 x, 完全 由 初 
始 状态 хо 和 时 间 上 所 决定 .用 符号 表示 就 是 : x, = olt, xo), B x, 
是 初始 状态 xo 与 时 间 ¢ 的 函数 .而 且 这 个 函数 o 与 计时 起 点 的 选 
择 无 关 . 

但 并 非 随便 什么 函数 都 可 以 充当 这 种 描写 决定 性 系统 因果 关 
系 的 工具 ,容易 看 出 ,gy 应 满足 下 列 两 条 件 : 

(i) Ф(0,х) = x; 

(ii) e(1,9(s,x)) = @(s + t,x), 
(x € E;s,t € R), Н E КЕБА [Н] Эу) АЭ Ж И] BEAR ЖП) 
集合 .这 两 条 的 意思 直观 上 很 清楚 :(ii) 表示 , 若 从 状态 x 出 发 ,经 
过 时 间 * 到 状态 y = gp(s,x); 从 状态 y 出 发 经 过 时 间 1 到 达 状 态 z; 
则 从 状态 x 出 发 经 过 时 间 s + 上 也 到 达 状 态 z. 这 是 说 ,因果 关系 与 
时 间 的 起 点 无 关 , 只 决定 于 时 间 间 隔 .函数 p:Rx E— EGE LT 
一 个 上 的 动力 系统 . 

动力 系统 名 目的 来 由 ,是 因为 当初 Poincare 采用 了 这 样 的 数 
学 模型 研究 多 个 天 体 在 万 有 引力 作用 下 的 运行 规律 .这 正好 是 质 
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点 组 动力 学 系统 . 

我 们 在 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 理 论 中 感 兴趣 的 是 所 谓 半 动 力 
系统 . 

定义 1 CE, H Polish 2 [8], 9: (R, x E,AR,) x Z) > 
(Е,&) 为 可 测 映射 .我 们 称 o AE 上 的 半 动 力 系统 semi-dynamic 
system) 或 半 流 (semi-flow) , 若 

(i) €(0,x) = x; 

(ii) g(t, e(s,x%)) = p(s + t,x), 
其 中 ,x E€ E;s,t ER, Aste < clx). MAX c: E— R, \ {0} 
满足 

c(x) = c(g(t,x)) +t,0<t < clx). (1) 

对 固定 的 x € Е, с(х) 表示 , 若 以 状态 x 作 为 计时 起 点 ,系统 
至 多 只 能 发 展 变化 至 时 刻 с(х).с(х) 称 为 半 动 力 系统 o 的 中 断 
时 刻 (terminal time) . 

通过 扩大 状态 空间 的 办 法 ,补充 (+, x) TE c(x) 点 的 值 使 得 
定义 1 中 的 条 件 (ii) 24 s + 上 = c(x)(s,t € R,) 时 仍 满足 . 令 

9 E = lg(c(x),x):x € El. 

我 们 称 9+ E AA lal Е o 流出 边界 . 

半 动 力 系统 定义 中 的 (ii) 意味 着 ,只 要 知道 了 系统 当前 的 状 
态 就 可 准确 推测 未 来 ,而 与 系统 的 历史 无 关 . 这 正 是 决定 性 系统 的 
“马尔 可 夫 性 ” .可见 , 马 尔 可 夫 过 程 是 半 动 力 系统 概念 的 推广 . 半 
动力 系统 与 动力 系统 的 本 质 差异 在 于 ,从 初始 状态 出 发 , 半 动 力 系 
统 只 能 预测 未 来 而 无 法 回溯 历史 . 

下 面 我 们 介绍 关于 ( 半 ) 动力 系统 的 一 些 基本 概念 . 

函数 г > g(1,x) 称 为 系统 从 x 出 发 的 运动 (motion) . 

RASS INF o, : = lolt, x):0 sts celx)}| (x E€ E) Ж 
为 系统 从 x 出 发 的 轨迹 (trajectory ) . 

状态 x € 五 称 为 平衡 点 (equilibrium point) , 若 (lt,x) = x Xt 
WA t E [0,с(х)) 成 立 . 平 衡 点 亦 称 为 静 点 (rest point) 或 不 动 点 
(fixed point) . 
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一 个 轨迹 Ф, 称 为 周期 的 (periodic) . 若 它 是 周期 运动 的 轨迹 ， 
亦 即 ,对 某 7(0 < T < c(xz),@(t + Т,х) = o(t,x) 对 所 有 1 € 
[0,с(х) - T) 成 立 .此 时 ,x 称 为 周期 点 (periodic point) (包括 平衡 
点 作为 特例 ) .所 有 周期 为 某 个 最 小 周期 (minimal period) T, 的 倍 
数 .通常 所 说 的 周期 系 指 此 最 小 周期 . 
定理 1 # x EE 为 周期 点 , 则 c(x) = o. 
WEB] 设 7>0 为 x 的 周期 , 则 有 p(T,x) = Ф(0,х) = x. 
于 是 由 (1) 式 
с(х) = c(g(T,x)) + T = c(x) + T. 

ERAS c(x) = œ. 

定义 2 Жб x E E 称 为 交汇 点 , 若 存 在 两 状态 х, х, 满足 

х е $, , х; € Px, 3 $, n Ф. + Ø, 

使 得 

x= '@(t° (%y 2) 1), 

其 中 ， 

t (x,,2,) = inf(t:e(t,x,) € Ф. ). 


半 动 力 系 统 o 的 交汇 点 的 几何 意义 为 ,从 x, , x, 出 发 的 两 轨 
迹 相交 的 点 . 
最 后 ,我 们 来 考察 半 动 力 系统 的 时 间 可 逆 性 .我们 称 g 是 时 间 
可 逆 的 , 若 对 任何 固定 的 :E К°, BRAT olt, +): (x € Eyt < 
c(x)) — E Jn] MAY ЮВ, Ax = ф(г,у), RMAF y = ç (t, 
x) .我 们 称 e. 为 由 ф 逆转 时 间 得 到 .显然 ,时 间 可 逆 的 半 动 力 系 
统 不 存在 交汇 点 . 
我 们 称 o 为 一 光滑 半 动 力 系统 , 若 olt, x) 关于 时 间 EAT HK 
的 .此 时 ， 
dn adc UM S 
dt h0 


lim e(t * h,%o) = olt, xo) 
h--0 h 
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| e@(h,e@(t,xo)) — olt, xo) Q(h.,x,) — x, 
ип ”一 х a а 
к-*0 


= lim 


h-*0 
KG x, 有 关 . 因 此 , 它 可 以 表示 为 状态 x, MY PRIX v(x, ) .于 是 得 到 


这 是 一 个 右 端 不 含 主 变 元 1 的 常 微分 方程 (组 ) .通常 称 光滑 半 动 
力 系统 为 定常 的 常 微 系 统 ,或 简称 微分 动力 系统 . 
如 果 微 分 动力 系统 e 是 时 间 可 逆 的 且 有 速度 场 *, 则 p_ 为 具 
速度 场 * 的 微分 动力 系统 . 
2. р 无 后 记忆 分 布 ( 族 ) 
Bo 为 (已 , 罗 上 的 半 动 力 系统 . 
4X3 设 分 布 族 | F(x，.)}.。， 满足 
(i) 对 固定 的 x € E, F(x, +) 为 (六 AR, )) 上 的 概率 分 布 ， 
且 满 足 
c(x) = infl t: F(x, (2, © ]) = 0l; 
Gi) 对 固定 的 A € JR), F(-,A) H E- 可 测 的 . 
我 们 称 分 布 族 | F(x, -)| .cs He 无 后 记忆 分 布 ( 族 ) ,如 果 
F(x,s 41) = F(x,s)F(g(s,x),1), (2) 
FOP, F( x,t): = F(x,(t,0])(x € E,t € R.). 
引 理 1 ikl F(x, her Ae 无 后 记忆 分 布 ( 族 ),x € Е, 
€ (0,c(x)). WII BW F(x,1) ТЕ = s 点 的 右 导 数 存 在 , 则 
F(g(s,x),t) TE 1 = 0 点 的 右 导数 存在 , 且 
Z Plots, 20) leo = [F(x, з) Клм) lus QD 


证 明 dH F(x,s + t) = F(x,s) F(o(s,x) , t) 9 


3t F(x,s) = li F(x,s + t) - F(x,s) Е 
as Б FY t = 


lim FC s)[ F( RD el. 


Pays) Flea). 
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此 即 (3) sk. 
对 任意 x € Е,%® 
9 0 | | z2 Fees B) E 


A(x) = Ë 21 lisos 
0, 否则 . 


注意 到 F(x, 0) 关于 x 的 可 测 性 , 立 得 4(x) HENE E LR ET 
测 函 数 ， 

定理 2 设 |F(x,:)| .es 为 pp 无 后 记忆 分 布 ( 族 ) .如 果 F(x, 
` t) 为 [0,e(x))(x € E) 上 的 绝对 连续 函数 且 至 多 有 可 列 个 Є 
(0,c(x)) 使 得 ф(г,х) Wo 交汇 点 , 则 


Pr i |асеСи, аа], Є [0,c(x)); = 
0, t € [c(x), + œ). 

WEB] H F(x,t) 为 [0,c(x)) 上 的 绝对 连续 函数 . 由 于 

F(x,t) 关于 t 的 单调 性 知 , 它 在 [0， HER 上 几乎 处 处 可 微 . 则 由 


引 理 1 有 


шас IF (xt) py, t) =-A(g(t,x)),a.e.F[0,c(x)). 
— 
[E sapaq € [0,c(x)); 
G(x,t) = 0 


0, t€ [c(x), + œ). 
则 G(x,t) 关于 4 在 [0,c(x)) 上 是 绝对 连续 的 , 且 有 


аа) (ад) =- A(p(t,2)),0.€.F10,e(2)). 
于 是 
FinG(x,t) = аР (а,1), а.е. FUO, e(2)). 
或 
2 (InC(x,£) - InF(x,t)) = 0,a.e.T[0,c(2)). 
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注意 到 G(x,0) = F(x,0) = Ll, HI GCx, D, F(x, t) RF АХ 
连续 性 知 ,InC(xz ,1)-InF(x,1) 在 [0,c(x)) LÆNE, HE 
InG(x,t) - InF(z,t) = InG(x,0) - InF(x,0) = 0, 
а.е. F[0,c(x)) 
所 以 
F(x,t) = G(x,t),t € [0,c(x)). 
这 就 证 明了 定理 . 

(4) 式 即 Davis([4]p.59) PDMP 模型 中 规定 的 随机 跳 时 c, 的 
生存 函数 的 形式 .定理 2 说 明 ,Davis 理论 只 适 于 分 布 族 | FC 10] 
为 绝对 连续 分 布 族 的 情形 . 

推论 1 WE, AEA ARS е 的 平衡 点 的 全 体 . 则 存在 定义 
T E. ERE ft РФ A ,使 得 对 任意 的 x € Е,, 

F(x,t) = e*?';,€ R,. 

WEBB ”注意 到 平衡 点 为 周期 点 的 特例 ,定理 1 保证 c(x) = 
% ,x € .再 由 平衡 点 定义 与 定理 2 立 得 结论 . 

推论 1 即 “ 马 尔 可 夫 跳 路 过程 两 相 邻 跳 间 逗 留 时 间 服 从 负 指 
数 分 布 ”的 命题 的 推广 . 

定义 4 4 

J(E) = 
Ie(t,x): F(x,t-) - F(x,t) >0,x€ E,t€ RI. 
我 们 称 x € EF Bu, x € Ј(Е). 

对 任意 x € E,t € (0,c(x)], 9 

F(x,t-) - F(x,t) 


a(x,t) = FG.t 


(约定 :器 = 0) .显然 , 若 y = (t,x) 不 是 Е 跳 点 , 则 a(x,1) = 
0. 
5]382 WÈ y PEF- PER a(x,t) = aly) 20; y E 
F- 跳 点 但 不 是 yp- 交汇 点 , 则 
a(x,t) = a(y) 
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^ y 的 函数 日 与 .1 的 选择 无 关 , 其 中 x,! 满足 y = olt, x). 
WEBB ”显然 , 当 y 不 是 下 跳 点 时 ,a(y) = 0. 
B y EF- 跳 点 但 不 是 六 交汇 点 .于 是 ,对 任意 两 状态 x) ,xz їй 
Æ y = g(n.xi),y = Oty, %2), FE u:0 < u < minit, ta} KAR 
aS z, 使 得 
= olti- u,%,),z = @(t, - u,zx),y = g(u,z). 
于 是 
à(x,,n) = = км, ом), š 
F(z,,t; = wl F(z, gr) — F(x, u)] _ 
F(x,,t, - u) F(z,u-) 


F(z,u-) - F(z, u) 
F(z,u-) 


同 理 可 得 


F(z,u-) - F(z,u) 
a(x,,t,) = GR. ена, 


所 以 
а(х1,4) = а(ж,,2,). 

HCx sti), Саз, t.) 的 任意 性 便 证 明了 а(х, г) = aly) Wy ОВ 
数 与 x,1 的 选择 无 关 . 

引 理 2 实际 上 给 出 了 函数 aly) 于 非 交 汇 点 y 处 的 值 .a(y) 
有 如 下 概率 意义 : 

a(y) = supl F(x,t_) - F(x,t):9(t,x) = yl. 

显然 ,a(y) 满足 :a(y) < 1;Н aly) = 1 的 充分 必要 条 件 是 у 为 
F- REH o 边界 点 . 

定理 3 设 x EE,F(x,1) 为 离散 型 有 其 跳 时 可 按时 间 顺 序 
排列 为 :4 ,ts,… . 若 对 每 个 自然 数 nn,x，= g(t x) 均 非 交汇 点 ， 
则 


n-l 
p(x,) = a(x,) [[ X1 - a(x,,)), 
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H=rB.p(x,) = Fix.) - Flx.t,) W F(x.) TE t, HABE. 
证 明 ”我 们 知道 ,a(x.) = plx,)/Fleste) n = 1,2, 7. TI 


此 时 F(x,t,-) = X plen). TH, 
p(x,) = a(x,) > )р(х„). 
所 以 


a(x,)p(x,4) - a(x, 3)p(x,) = a(x,)a(x,)p(x i), 
亦 即 ， 


p(x,) = EMIT - а(ж„л))р(з„),п = 2,3, 
故 得 
p(x,) = a(x) ]T a = a(z,4)). 
证 毕 . E 


在 定理 条 件 下 ,特别 地 , 若 alx) = c( 常 数 ), 则 p(x,) = с(1 
-c)"',n = 1,2,…, 为 几何 分 布 . 
3. 沿 半 动 力 系统 的 时 间 推 移 不 变 测度 族 
先 介绍 把 对 连续 增 函 数 的 Lebesgue-Stieltjes 积分 化 为 通常 
Lebesgue 积分 的 所 谓 Lebesgue 引 理 . 
设 A(t) HR, 上 一 非 负 连续 增 函 数 ( 可 取 ©). 
C(t) := inf(s:A(s) > t),t ER,. (5) 
容易 见得 , C(t) AR, 上 非 负 右 连续 增 函 数 , 称 为 4(1) 的 右 逆 函 
数 . 设 1 € R,, 则 为 要 CU) < om ,必须 上 且 只 需 上 < Al) = 
lim... A(t); HA 
A(C(t)) = t,0 < t < A(); (6) 
A(s) = sup(t:C(t) < s),s € R,. (7) 
引 理 3 BAU) 为 R, 上 一 有 限 零 初 值 非 负 连续 增 函 数 , 则 
对 任 有 界 或 非 负 Borel 函数 f), RITE, 
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|, S(s)dA(s) = |, FECC) esce Cs) ds, (8) 


其 中 C(s) H(5) REX. 
HEB Bw € R, WIE f(t) = ho (t), WHC) R 


j. Cs)dA(s) = A(u) = supl t: C(t) Zul = 
Т «ое Cds = 


|, «^ CCS) Hiec) «1 s)ds, 
于 是 ,对 这 样 的 /,(8) 式 成 立 .由 单调 类 定理 ,(8) 式 对 有 界 或 非 负 


Borel 函数 f 成立 . 
设 F(t) AR, 上 非 负 右 连续 非 升 函数 ,F(0) = 1.4 
A(t) = | ag Beppe (9) 


显然 有 ,A(t) FER, 上 连续 非 降 ,A(0) = 0. 取 
ë == inf! t: F(t) = 0l. 


# t < c, WA F(t) > 0,8 A(t) = * _ dF(s) 3 ]z F1 Р 


o F(s-) ^ F(t) 

o .实际 上 ,下 与 4 有 如 下 关系 . 

引 理 4 F(t) AR, E3ESGESHEJ REX, F(0) = 1, 则 由 
(9) E MAY A(t) 在 R, 上 连续 非 降 ,A(0) = 0, 且 有 

F(t) =e* ,1 ER, (10) 

( 按 约定 :e-”= 0) . 反 过 来 ,车 (10) 式 中 的 A(1) 为 R, 上 非 负 连续 
非 降 函 数 ,A(0) = 0; 则 有 (9) 式 成 立 . 

WERA ik A(t) =1- F(t) 由 引 理 4.1.10 及 (5) 式 


dF(s) 
Ae = lus "UFU = 


i FGJ ion )dQ - F(s)) = 


J. =) Tracy Mion (s)d4(s) = 
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[ l 
| le yes(s)ds = 
v 5 zii 


(oe) | — 


| 1 + as = -log(1- s) lj ^" = logF(t), 


Јод 1 — $ 
这 便 证 明了 (10) =. 

反 过 来 , 若 FCD 由 (10) 式 定义 , 则 由 A(1) FER, 上 连续 非 降 
A(0) = ОЯ, F(t) AR, 上 非 负 连续 非 升 函数 , F(0) = 1.36 E 
段 证 明 的 式 子 即 得 (9) zÇ. 

定义 5 对 任意 x € E,W A(x, -) HR, \ {0}),AR, 
V {0} ) 上 的 测度 ,满足 

(i) 对 任意 上 GE [0,c(x)),A(x,[0,1]) < we 3e(x) = inflt: 
A(x,(1,9)) = 0l; 

Gi) 对 固定 的 4 Є.Я, ), FC LA) 2 £ п. 
我 们 称 (A (х, +)) cr 为 沿 半 动 力 系统 p 时 间 推 移 不 变 的 (或 简称 
e 时 间 推 移 不 变 的 ), 若 对 任意 的 1 € [0,0(x)),x € E, 

A(x,t ++) = A(o(t,x), +). (11) 

ТЇП w(0,o] 上 概率 分 布 族 F = (F(x, -)),e £ 与 测 
度 族 A = (AG, -)),e z 间 的 联系 . 

定理 4 O 对 任意 x € E,B € AR,) 


ACs; 8) = ‚каш, (12) 


的 充分 必要 条 件 是 ,对 任意 x E E,t ER, 
F(x,t) = p TG 二 (13) 


其 中 F(x,t) = F(x,(t,@]),A(x,t) = A(x,[0,¢]). 
© 概率 分 布 族 F = (R(x,'))ses 为 入 无 后 记忆 的 充分 必要 
条 件 是 ,由 (12) 式 定义 的 测度 族 A = (Alx, -)).e z H o 时 间 推 
移 不 变 的 . 
WEBB ”Q@ 往 证 必要 性 . 记 (13) 式 右 端 为 G(x,1), 由 (11) 式 ,对 
任意 x € Е, С(х,1) 与 F(x,t) 有 相同 的 跳跃 点 ,上 且 对 1 € R. 
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AG(x,1) = G(x,1) = G(x,1-) = 
G(x,t-)(1- AA(x,1)) = S = 


= G(x,t-)AA(x,1) = G(x,t) AF (x,t). 


FG Л) 
注意 到 , C(x,0) = F(x,0) = 1, HE F(x,t) = C(x,t), А ШЕ 
GC (x,t) = F(x,t), ЖФ 

F(x,s-) 


Е(ж,1) = F(x,1) [] ¢ F(x, 3) E (x,t) = e ^ (a 


CA* 为 A 的 连续 部 分 ) .由 引 理 4, 只 需 证 


uud E or 


事实 上 ,注意 到 F(x,1) = Fe OTT Fed), 


A'(x,t) = A(x,t) - SJAA(«,s) == 


sst 


| F(x, a - Waa, D = 


to F(x, t-) 
| ita 255, | F(x,dt) 


tor)v F(x,t-) ^ Jyceyntos F(x,t-) 


>JAA(x,s) = 


sst 


F(«.a) TL, 6,569.) 


| «uo F(x,s -) 
[0,2] \ J(x) Fx, pil. 4 ке, sh) 
| F(x,dt) | F'(x,dt) 
о.к F'(x,t) Јо F(x,t) ° 


其 中 ,J(x) = 16 AA, 10) > 0] 为 可 列 集 .这 便 证 明了 Ф). 
OEF = (F(x,*)),es 为 yg- 无 后 记忆 分 布 族 , 即 对 任意 x € 
E,s € [0,c(x)), 有 F(x,x+dt) = F(x,s)F(g(s,x),dt), 故 有 


A(x,s + dt) = Eers tdi) = 


=: 169) * 


F(x,s)F(o(s,n),di) _ 
F(x,s)F(g(s,x),t-) | Ak gaa) di). 


可 见 ,A = (A(x, •)), сь 为 gq- 时 间 推 移 不 变 的 . 
反 过 来 , 设 4 = (A(x, -)).e £ Ne 时间 推 移 不 变 的 , 即 对 任 
E x€ E,s € E[0,c(x)) i A(x,s + dt) = A(g(s,x),di), 亦 
Bp 
A(x,s +t) = A(x,s) + A(o(s,x),t). 


于 是 ,由 O 的 (13) X 
Flas t) 2 e"? TT (1 АЛАС, a) 884069) = 
e A99 ТТ (AA 9 s 


e ^ (902.0 П (1 - AA (x ,u))e 49 РЕ 


s<uss+t 


Fase 6959 [T£ " AA(o(s,x) „ш))е 9m = 
ust 


F(x,s) F(ogCs,x), 1). 
这 便 证 明了 О), МЕНИТЕ. 

设 测度 A(x, -)(x € E) 有 如 下 Lebesgue 分 解 ， 

A(x, >) = A*(z, +) + A* (x, +) + A'(z, +), 

其 中 A” 和 A* FLAS 分 别 为 A 关于 Lebesgue 测 度 的 绝对 连续 部 分 ， 
奇异 连续 部 分 和 离散 部 分 . 于 是 由 Lebesgue 分 解 的 唯一 性 , 当 
(A(x, -)),e £ Ao 时 间 推 移 不 变 时 ,分 解 式 中 各 部 分 均 为 o 时 
间 推 移 不 变 的 . 

定理 5 WA = (A(x,.)),es AG 时 间 推 移 不 变 的 . 

D 如 果 对 任意 的 x € E, 至 多 有 可 列 个 t E (0,c(x)] 使 得 
Ф(х,!) 为 o ZLA WFE E ERIEN E пр КА (х) ,使 得 
对 每 个 x € E, 


| A(@(s.2))ds, t € [0,c(x)); 
A*(x,1) = ela) 
f ACp(s,x))ds, t€ [c(x),o]. 
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Q WR EU a ЕФЕ 跳 点 均 非 e 交汇 点 , 则 存在 EU 

9' Е Еп а(х), ВАЕ х € E, 
К а(ф(1,х)), 1€ (0,c(x)]; 
A Gl) = {6 t € 10] U (с(х), е]. 

证 明 (D HF A = (A(x,.)),e c We 时 间 推 移 不 变 的 ,我 

们 知道 (A“(x, .)),es 亦 为 六 时 间 推 移 不 变 的 . 令 
Glast) = e" "9 vcrc K. = 

则 G(x,t) HO, с(х)) (x EE) 上 绝对 连续 函数 .又 至 多 有 可 列 个 
t € (0,c(x)] 使 得 g(i,%) 为 gp- 交汇 点 ,由 定理 2 知 ,存在 E 上 的 
非 负 22 пра А (x) 使 得 


lete expl - ['ACeGs ads, € Mela). 
从 而 
A* (x,t) = | A(g(s,x))ds,t € [0,e(2)). 
注意 到 ,0 < A*(x,(c(x),9]) < Л(х,(с(х),®]) = 0, 显 然 有 
A* (x,t) = | AG dst € Геба), >]. 


这 便 证 明了 1). 

© 同样 地 ,由 于 A = A(x, -)) с No -时 间 推 移 不 变 的 , 因 
H EU? 中 每 个 F- 跳 点 均 非 o -交汇 点 ,由 引 理 2, 存 在 EU 
3t E ЕЙ a (x) 使 得 ,对 每 个 x € E, 

A(x,l10]) = 0;A* (x, 111) = a(@(t,z)),t € (0,c(x)). 
同样 由 于 0 < A" (х, (с(х), ю]) < A(x,(c(x),0]) = OF 
A‘(x,{t}) = 0,t € (elx), е]. 

这 便 证 明了 定理 . 
推论 2 WF = (F(x,:)),es 为 gp- 无 后 记忆 分 布 族 .如 果 E 
U 2* E 中 没有 gp- 交汇 点 , 则 
e fo^ (eo not -A Gn iL. - a(9(s,x))]; 
F(x,t) = t € [0,c(x)); 
0, t € [c(x),9]. 
e ML 


证 明 ”由 定理 4 及 定理 $ 立 得 . 
4. BK O( x,t, В) 
定义 6 i O(x,t,B)(x € E,t € R,,B € A Wi 
(i) 对 固定 的 (x,1), QC x1, -) BC ELA 上 的 概率 测度 ; 
(ii) 对 固定 的 BLQ(-, -,B) 是 x AR, )- 可 测 的 . 
我 们 称 0 为 g- 时 间 推 移 不 变 的 ,如 果 对 任意 的 x E€ Е, 5,1 € К, 
(t > 0),s + t€ (0,c(x)] 有 
Q(x,s+t,B) = Q(o(s,x),t,B), BEG. 
定理 6 设 转移 核 OH ф- 时 间 推 移 不 变 的 . 则 
D rE EU ЕЖ Ф 交汇 点 或 者 平衡 点 时 ,对 任意 满 
Ех = ф(1,х,) х € E,t € (0,с(х)] В 
Q(xo,t,B) = Q(x,B), BEG, 
与 (xo,1) 的 选择 无 关 . 
© ` x € EXE BM, 
Q(sz,t,B) = Q.(z,B), BE t€ К, \ {0}, 
5 t 的 选择 无 关 .如 果 同 时 х MARES 交汇 点 ,对 满足 x = olt, 
xo) ËJ x (> x) € E,t € (0,c(,)] Æ 
Q(x,B), t= t; 
Mind de bud T1 
其 中 ,t。= inf(s:9(t,%) = x) JJ o М» HEEP x 的 时 刻 . 
证 明 (D Ux EE 不 是 平衡 点 ,对 任意 x),x, € E, t; € (0, 
c(xi)],t € (0,c(x,) ], WIE x = g(t1,x1) = (5) HF x 
不 是 ф- 交汇 点 ,存在 1:0 < to < t A c 1818 


Ф( > tos x1) = gt = 195 X2) iz Xo. 


BEG, 


于 是 ,有 
Q(x1,1,B) = QC p(t, – tosti) to B) = 
Q(xo,to,B) = Q(@(t, – 19,2), 19, B) = 
Q(x,,t,B), BEE. 
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Hla, ti) Са 0) 的 任意 性 , 便 证 明了 
Q(xost,B) = Q(x,B), BEZ 

与 (xo 0) 的 选择 无 关 . 

О W z € 为 平衡 点 .注意 到 对 任意 的 1 C R. ,g(t,x) = x 
成 立 ,对 任意 的 0 < i < 已 ,有 

Q(x,t,B) = Q(g(t,x),,-t,B), BEF 
与 t.t; 的 选择 无 关 . 令 其 为 0.(x,B), 则 
Q(x,t,B) = Q.(x,B), BEZ. 
LE x 同时 也 不 是 yg- 交汇 点 ,类 似 于 @ 中 证 明 可 得 
Q(xs,t9,B) = Q(x,B), 
其 中 ,4o 为 o 从 xo 出 发 首 中 平衡 点 х 的 时 刻 .而 当 上 > to 时 , 则 有 
О(х0,1,В) = Q(@(to,zxo);t — to,B) = 
Q( x,t = to, B) = Q,.(«,B). 

对 任意 B € EN RUE T EM. 

Ж “直观 上 跳 转移 核 0 刻画 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 沿 半 动 
力 系统 运动 , 击 中 某 状态 x 而 发 生 跳 转 移 时 跳 达 状态 的 分 布 . 从 证 
明 中 不 难 发 现 ,此 分 布 仅仅 依赖 于 过 程 击 中 < 前 瞬间 所 划 过 的 轨 
迹 .因此 ,如 果 % 为 g- 交汇 点 ,此 分 布 不 仅仅 依赖 x. 同样 地 ,首次 
击 中 平衡 点 x 时 的 转移 分 布 亦 未 必 等 于 从 此 平衡 点 出 发 的 转移 分 
fg Q.(x, -). 

5. 标 准 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 

由 定理 11.5.1, 齐 次 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 有 如 下 等 价 定义 . 

定义 6 WY = (x(t,w),t < c) ABT Polish ZE ( E, £) 
的 齐 次 逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 ,具有 三 元 特征 (p, F, 0). R 
们 称 X 为 齐 次 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 ,如果 

(i) 9 为 下 上 的 半 动 力 系统 ; 

(ii) F = (F(x, -)) 为 o 无 后 记忆 分 布 族 ; 

(11) Q = (Q(x, t, 2) 为 o 时 间 推移 不 变 转移 核 . 

从 本 节 前 段 的 讨论 我 们 看 到 ,如果 半 动力 系统 p 在 状态 空间 
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中 没有 交汇 点 (此 时 o 为 时 间 可 逆 的 ) , 则 分 布 族 下 与 跳 转 移 核 Q 
都 具有 较为 理想 的 形式 .于 是 ,我 们 引入 标准 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 
程 的 概念 . 

定义 7 一 个 三 元 特征 为 (vg, F, Q) 的 齐 次 逐 段 决定 马尔 可 
夫 过 程 称 为 标准 的 , 若 状 态 空 间 及 其 o 流出 边界 EU 9* 五 中 没有 
e 交汇 点 , 且 o РЕ Е. 跳 点 . 

定理 7 WX = (X(1,9),0& t < r(o)) 为 取 值 于 Polish 空 
(Е, 2) 上 的 标准 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 ,具有 三 元 特征 ( Е, 
Q). 则 

OFE E EMER & Пр КА (х), а(х) (Е а(х) = 
0,х е Ј(Е)) 使 得 ,对 每 个 x € E, 

e Тое AT (зл) II... - a(9(s,x))], 
F(x,t) = t € [0,c(x)); 
0, t € [c(x),]. 

@ FE E U E EWEG, -)).e £ 满足 :对 固定 的 
x € EU2' BR,OCxz，) 为 (已 ,为 上 的 概率 测度 ;对 固定 的 BE 及 
Q(-,B) AE U2 E 上 的 可 测 函 数 使 得 ,对 每 个 x € E, 

Q(x,t,B) = Q(qg(1,x),B), t€ (0,c(x)],B € Z. 

证 明 O 由 推论 2 得 到 . 

© 由 定理 6 的 @, 当 gpg(i1,x) € EU 9* 不 是 平衡 点 时 ,(14) 
式 成 立 ;而 当 (t,x) € E U? 为 平衡 点 时 ,由 定理 6 的 四， 

Q(o(1,x),B), t= to; 
ik presen үн 
其 中 ,to 为 o 从 x HARA ol, x) 的 时 刻 . 由 于 o(t,x) 不 是 F- 
跳 点 ,a(g(t,x)) = 0), 再 由 @ 有 
F(x,{t}) = 0. 
于 是 ,修改 Q(x, 1, B(B € A fg 1 = to 点 的 值 为 0.(g(to,x)， 
B) 不 会 影响 过 程 的 有 限 维 分 布 . 亦 即 ,可 取 
Q(x,t, B) = Q.(@(t,x),B),# @(t,x) 为 平衡 点 . 
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于 是 ,重新 定义 Qla. B) Ч x 为 平衡 点 时 的 值 为 0.(x,B), 即 得 
@. 这 就 证 明了 定理 . 

推论 3 如果 标准 未 段 决定 马尔 可 夫 过 程 的 三 元 特征 (9 ,FF， 
О) PA F = (Е(х, +)), с. 满足 ,对 每 个 x € E,F(x, -) ff 
Lebesgue 分 解 式 中 无 连续 奇异 部 分 , 则 


AGO = | ACg(s,x))ds+ Yalg(s.x)). (14) 
证 明 ”这 由 定理 7 的 @ 及 定理 4 立 得 . 


$2. 广义 生成 元 与 ho 公式 


1 .广义 生成 算 子 
WX = (Х(1,0),0 < t < т) 为 取 值 于 Polish SE (E, Z) B 
标准 逐 段 决定 齐 次 马尔 可 夫 过 程 ,三 元 特征 为 (g,F, 0). 我 们 如 
下 定义 过 程 X = (X. (t,0),0<t < z): 
X_(t,w) = 


Doli- ră, e Se (1) 
显然 ， TT A noncl2, X = Хг = z,,X. E 
示 “ 假 如 此 时 不 发 生 随机 跳 , 系统 按 动力 系统 o 演化 应 该 处 的 状 
aS” (FO, X, = 和 .(1,w)). 换 句 话 说 ,XX 只 是 修改 了 XX 于 随机 
跳 时 刻 的 值 . 由 定理 27.4.6 知 X. 是 可 料 过 程 . 

引 理 1 j X = (X(t,w),0<t < т) WHAT Polish 空间 
(Е,&) 的 标准 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 ,三 元 特征 为 (gq,F,0). 则 
相关 跳跃 过 程 的 跳 测度 jy 的 可 料 对 偶 投影 (或 补偿 子 ) 

v(dt,dx) = A(dt)Q(X,_,dx). (2) 
其 中 


A(dt) = SHAE ,dt 一 £x. «tera 
e n n ne 
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进一步 地 , 知 对 任 一 * € E. X BIA TRTRAE Р(х dt) X: T Lebesgue 
测度 ) 的 分 解 式 中 无 连续 奇异 部 分 , 则 
A([0,t]) = | a(X,)ds) + DalX,) t ER. (3) 


证 明 由 28.2.3 中 的 定义 式 及 定义 1.1.2 后 的 讨论 知 
v(dt,dx) = 
e F(X, ,dt = t,) Q(X, >t - r,,dx) 

P(X. st ce) li. asr, l = 


n=0 


AQ, dt - T) Q(X, ,t = tarde) Hi zier il> 
JR Ax, - ) 由 (1.12) 式 定义 .而 由 过 程 是 标准 的 及 定理 7 的 @， 
f 
Q(X, st — Ty» ‘ie iu] = 
QCo(t = Tas X, ), Die eis. = 
Q(X,_, “УЧ сабый, 
所 以 ， 
v(dt,dx) = 
SACK, sdt — Ta) Ite cece, 1Q(X, ,dx) = 


A(dt) Q(X, ,dx). 
这 便 证 明了 引 理 的 第 一 部 分 . 
其 次 , 当 F(x, +) (x € E) 的 Lebesgue 分 解 式 中 无 连续 奇异 部 
分 时 ,由 推论 1.3 知 ， 
A(X, ot N Tasi — Ta Mee, Sth St] = 


n+l 


sAr iF 
pM ы сед Жо + 


2: a( ps, X, )) Ц. cine, en, il x 


0< зт E 


Ат, ap 
| A(X, s- )dali. stie inel + 


0 


ric 
n+l я 
| A(X,-)dslte cine. | + 


1 
> SUE E cde ces chs 


r <s<th LAT 


所 以 
AC[0, £1) = 


DAC а A Taşi 一 £2) Jt eine, cuc] = 
n=0 


Гас. jasa Уа, 


对 所 有 上 E€ R, 成 立 . 证 毕 . 

下 面 ,我 们 给 出 PDMP 的 广义 生成 算 子 的 定义 .这 里 的 概念 较 
Davis([4]p.32) 有 所 推广 , 目的 在 于 使 之 适 于 研究 非 正则 ( 即 中 
WD 过 程 . 

定义 1 $ AA) 表示 满足 如 下 性 质 的 可 测 函 数 fF: E> RA 
集合 :存在 可 测 函 数 h. : E — R RAW PBR h: E U 9* Е К, 
得 对 每 个 x € E 函数 1 一 Һ,(Х,) 是 P-a.s. 可 积 的 ,而 函数 上 一 > 
A(X Fx, ел 是 可 和 的 , 且 过 程 


G gy) = qm - | ha (X,)ds = [Oc )ар 


Ж r- Bi jaya , ЖЕН p 为 过 程 分 布 跳 点 的 计数 测度 UFR Tic h = 
Af, FEA h = (ha,ha), A = (Az, A4) (А, 9 A)) 为 PDMPX 
= (X(1,0),0 < t < c) 的 广义 生成 算 子 .其 中 ,A 和 A, 分 别称 
为 广义 生成 算 子 4 的 绝对 连续 部 分 和 离散 部 分 . 

ЖІ 当 r =+ %m,P,-a.s. 对 所 有 x € ERSE A, = ОВ, 
此 定义 与 Davis([4jp.32) 一 致 .以 往 连续 时 间 马 尔 科 夫 过 程 的 生 
成 算 子 概念 均 没 有 离散 型 部 分 .从 下 面 定理 1 的 证 明 中 我 们 不 难 
看 到 ,产生 离散 部 分 的 原因 是 因为 允许 跳 时 的 分 布 有 离散 型 部 分 . 
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而 以 往 过 程 随 机 连续 性 的 要 求 排 除了 跳 时 分 布 离散 部 分 的 存在 
性 . 

与 第 28 章 相同 RIDA Lir (dp) 表示 满足 如 下 条 件 的 函数 
g:N x R,x 上 一 R 的 集合 : 

(i) 对 任意 的 x € EE,g(*,*,x) 为 可 料 过 程 ; 

(ii) 存在 严格 增 的 停 时 列 1 71: T, Пт, 使 得 对 每 个 n 有 


Е| lw [ вуды e e, 
R xE, E 


我 们 简 记 = /(Е),Г = д* EBÍME—x€E, 

c(x) = infl t: F(x,t) = 0} = inflt: P,(r, > t) = 0l. 
又 记 用 YY2 为 满足 如 下 条 件 的 可 测 函 数 f: E> R 的 集合 : 

对 任意 x € Е, L— f(o(t,x)) 有 如 下 分 解 

f(e(t,x)) = /„(ф(,х)) + f,(@(t,x)), 
ЖР у, (ф(г,х)) 为 [0,c(x)) 上 的 绝对 连续 函数 ,f(g(1,x)) 为 
[0, с(х)) 上 的 右 连 续 跳 路 函数 ,日 跳 点 n 满足 pg(1,,x) € J. 

引 理 2 设 g 为 E 上 无 交汇 点 的 半 动 力 系统 ,f:E 一 R 为 可 测 
函数 . 阁 对 固定 的 x EE,f(g(1,x)) 为 [0,c(x)) 上 的 绝对 连续 函 
数 , 则 

f(e(t,x)) -f(g(s,x)) = 


| weu,x))du,0 < s«t«c(x). 


其 中 
xfx) = 
a Keen ЫЕ x? е.а) lo FE; T 
0, 否则 . 
证 明 ”注意 到 ç 为 半 动 力 系 统 ， 
9* Koi) = Kos, o(12))) | 
t s did 


成 立 , 只 需 等 式 两 端 有 一 个 存在 .又 由 绝对 连续 函数 几乎 处 处 可 微 
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知 ,对 任意 x € RA 


9' f(g(1,x)) _ 
at D 


yf eG x), .a.e.F[0, c( x2). 
于 是 ,由 实 函 数论 的 基本 事实 知 ,对 任意 的 x € E, 
APp(tx)) -APp(s,x)) = 
| whelu,2))du,0 < Sat < elx). 
现在 我 们 给 出 本 节 的 主要 结果 , 即 给 出 广义 生成 算 子 A 的 表 
达 式 及 其 定义 域 DCA) 的 刻画 . 
定理 1 WX = (X(t,w),0<t < zz) 为 一 标准 的 PDMP, 且 
的 分 布 特征 的 分 解 式 中 无 奇异 部 分 . 则 XX 的 广义 生成 算 子 A 的 
定义 域 CA) 由 满足 如 下 条 件 的 可 测 函 数 f: E U D — R 组 成 : 
(i) f € ZZ HAE t = c(x) 点 左 连 续 ; 
(ii) (边界 条 件 )Cf(x) = 0,x E€ r, H} 


Срба) = | /0›)0(«,4у) - Ха) € EU Г; 


(iii) Bf € Ll (du), А 
Bf(x,t,w) = f(x) - f(x (wm)). 
Xf f € HA), Af = (Af, Af) 由 下 式 给 出 
A, f(x) = 


уб) + AC) (FO) - fG)0Gsdp).s € E, (5) 
AG) = Af(x) + aG)[ (fly) - 


f(x)Q(x,dy).x€ EUT, (6) 
其 中 

xf = 

9* f(g(t.x)) 9* f(g(t,x)) 

[m lao TAGS. 存在 ; 

0, 否则 . 
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而 若 Xo. to 使 得 x= ol to ,Xp ) Dll 
Af(x) = Afle(to,%0)) = /(Ф(С%ъ„)) = limf\ ols, xo)). 


为 fA Ф( t, Xo ) ) 在 10 点 的 跃 度 . 
#2 (D H fup TEX X 的 可 料 性 知 ,对 每 个 x € E, BÉ 
可 料 过 程 .Bf 关于 j 的 积分 为 


|, Bís(ar dn) = Y Gs) - f(x, 9). 
于 是 , 当 对 每 个 自然 数 n 
E) 1G) - fle) D < =, 


或 
E.(1 Ка.) - f(x.) 1) ë e, (7) 
(x € E) FH ,Bf € LY (du) Fa, 4 HRE} Bf € LI (dy). 
Q gf, f € Reem, 


Af(x) = 0,x ¢ JA T. 
在 证 明定 理 1 之 前 ,我 们 来 叙述 定理 1 的 简单 推论 一 一 PDMP 
的 Ito 微分 公式 , 它 在 PDMP 的 理论 及 其 应 用 中 起 基本 作用 . 
定理 2(PDMP 的 Ito 微分 公式 ) WX = (X(:,o),0 <: < 
г) 为 一 标准 的 PDMP, H. X 的 分 布 特征 的 分 解 式 中 无 连续 奇异 部 
分 . 设 FE 27А Bf € Ledu), WEN t € Rt 
f(x) - f(x) = 


[Аа + | Aga. Mi, enn dp + 


f, f aras - ›) Ces de, endo. 


其 中 ,p 为 过 程 击 中 分 布 跳 点 的 计数 测度 .特别 地 ,如 果 (7) 成 立 ， 
上 式 右 端 随机 积分 项 是 鞭 . 
证 明 /满足 定理 1 中 除 边界 条 件 外 的 全 部 条 件 . 类 似 于 定理 
1 前 半 段 的 证 明 即 得 本 定理 . 
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2. 定 理工 的 证 明 

定理 工 之 证 明 — UE(A,2(A)) J PDMPX = (X(1,9),0 < i 
< c) 的 广义 生成 算 子 . 我 们 来 证 明 (A, А)) = (А, 2(A)) ABE 
ГЄ 2А). 1,40 < t < r(w) 时 ,有 


[aCe GO) -AXD Xdy)ds + 


fax) (O) -AE ))Q0(x, dy dp. 
而 由 边界 条 件 ,上 式 右 端 第 二 项 为 
Jof, О) -A-A id) isen ndp. 
此 时 ， 
fonta) = DAK) - fn. 
Bt. KOs i< elo) iA 
MY = | Bfd(p - v) = 


[0,:]хЕ 


21001) - f(X, _)) - 


r <t 


сој (O) - fO: EA, „ааз - 


[axxo f VO) - x D) 01.4) I, es ndp. (8) 


RARE (iti) REM 28.3.3, M" = (MU 0 < t < rz) 满足 :存在 
一 严格 增 的 停 时 列 | T, | CT, 70) ,使 得 对 每 个 n, Mz. 为 一 致 可 
BUM. n = maxlk:r < t}. Dll 

2 AX, - f.) = 


REI - f) + $006) = m 1 - 
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UOS) = AX, ) + Nt X.) - (X, (201. 
上 式 右 端 第 一 个 大 括 号 项 等 于 f( X) - fn) .为 计算 第 二 个 大 括 
号 项 ,注意 到 定理 条 件 (i) KX, = elt - na X, 8 
F(X) - ЖХ.) = 


А Ces = Tii» X, ))ds Z2 AfCX, )dp = 


[ ooa; +Í Af(X, )ар. 
因此 ,第 二 个 大 括号 项 
SAD - f(x.) + OG) = fO у} = 


[ри X, )ds + fan X. )4р: 
于 是 ,由 (8) 式 得 
Ch = f(x.) = f(x.) -| ASCX, )ds - 


[А X, )dp = Mf, 
反 过 来 , 设 f € MA) WE 
M, = f(X,) - fO) - [i (X,)ds 


-| hal )ар, O<t<r, 
满足 :存在 一 严格 增加 停 时 列 | 7. |: T, 7c ,使 得 MAr 为 一 致 可 积 
Wk, KP h = (hasha) = Af. 由 定理 的 28.3.3, 存 在 g € Li" (dp) 
使 得 М, = М,0 < t < c, Hifi 
Mi = У(Х, +t») - 


net 
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| a(X,)| e(y.s,w)QCX,,dy)ds - 
Jo JE 


fatx )| aros QUE ,dy)dp. (10) 
HX M, = Mi, AM, = AME. RA, 

AM,  f(35) - fUr) АЕ у АС У, 

AME = goa) - aX, )| абе.) СХ, ,dy). 
因此 , 当 X 9 є JU Vit, g(X,,t,) = f(X,) -f(X ЗЕН, 
хе JUT, 则 g(x,t,w) = f(x) -f(X, ).Bitz- X. € JU 
Г. 

f(X,) - f(z) + Af(z) - hz) = 


g(X,,t,w) - a(z){ aret d). 


因此 ， 
f(x) - f(z) + Af(z) - (ш) = 
g(x,t,w) - al2)| grt o) QC. dy). (11) 
A 
g(x,t,w) = 


g(x,t,w) - (f(x) = f(z)) - Af(z) + hz). 

则 由 (11) 式 , 有 

g(x,t,w) = a(z)| aret.) Q(z.dy) 
不 依赖 于 x. 因此 ,g(x,t,w) = a(1,w). 所 以 g 的 一 般 表 达 式 为 

g(x,t,w) = f(x) - f(X) + Af(X,.) - 

ЫХ, 3 + байле. (12) 
代入 (11) 式 ,得 

alt o)l єл = 

a(X, )a(1,9) ц єр + а(Х, AMX) - 
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а(х, 2h GG)  aG | 000 - 


f X,.2) QC X, ,dy). 
TEMP, 4 2€ ГЕ, а(2) = 1342€ Ј\ГЕ,0 < a(z) < 1, HH 
上 式 即 得 


a(t,w)lr eye) = 


LUE INA) - OL) + 


[ 06) - x DOK Aya el, — 03) 


| FO) - Ka) 00,85) = 0,< € Г. 


于 是 证 明了 /满足 边界 条 件 (这 .将 (12) 再 代入 (10) 式 ,并 注意 到 
对 任意 的 w E 2 ,至 多 有 可 列 个 时 刻 EX, € J(E), 经 简单 计算 
可 得 

ME = DK) - fO) - [ ACCA- Jas - 


| ax )Cf( X, )dp + >; тит SEO E 


a(X, )Cf(X, ) - (X, .)] - | LAU SU) * 


a(X, )Cf( X,.) - h( X, ) ]dp. (14) 
我 们 还 发 现 上 式 左 端 不 依赖 于 a(s,w) 4 X, € Г(Е) 时 的 值 ,可 
以 取 a(s,w) = 0# Xx cr. 

考虑 过 程 M, 45 Mt 在 [0,rt,(w)) 上 的 样本 轨道 .假设 PDMP 从 
状态 x € E 出 发 .这 时 ， 


M, = fp(t2)) - f(x) + [A Coss + 


[Co Gs dp. 
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同时 .由 (14) 式 , 有 
Mi =- | A(pls.x) fC p(s.) )ds - 


[| aCeGs Gf els.) dp 8 


fe Nels.) + 
a(g(s,x))Cf(e(s,x)) – h,(e(s,x)))dp. 
由 于 M, = Mf KF t 几乎 处 处 成 立 ,函数 
f(e(t,x)) = fe(e(t,x)) + fal plt) 
其 中 ， 


fel (t,x) =~ [h(e(s,z))ds + 


[.2(o(s,2))/(e(s,2))ds 
为 [0,c(x)) 上 的 绝对 连续 函数 ;而 
figs) = fle) - [арб Gf Cos dp - 


I. г an ols.2)) + a(g(s,x)) x 
Cf(g(s,x)) - h.(@(s,z)))dp. 
HCO, с(х)) БЕЕК, ABE г, 满足 g(t,x) € Ј.ф 
这 就 证 明了 f € POF. 
类 似 前 半 段 证 明 的 推演 可 得 


2:100.) - fO%,-)) = 


ftx) - y) - [x jäs- [ак x; ўар. 
[VA (14) 即 得 
Mt = f(X,) - f(%) - [Алоха К 
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| Aaf CX, )dp + ) (АХ, ) - 


NY = 1 
< wa 
ns ^ 


мх) - | FAC MC )-A(X.)). (15) 


再 与 М, 对 照 可 见 h。= AS. TE 


0 = M, - м =- | (h(x) - BAK ) + 
У та) у= AJCX,.)) - 

t X, 

[т^ O) - adt Dep = 
-f rart) - A,f(X,_))dp + 


l 
24 T= aCe.) 608) -= A/(X, )). 
ЖЕМ, - Mt ELO, т, (9)) 上 的 轨道 可 见 , 对 任意 的 x € E, 
hier x)) = Af(o(t,x)),t € [0,c(x)). Br VA, h (z) = 
Asf(z),z € J. 故 由 (15) XX EP t > 0, 


MS = f(X,) - f(%) -| Aaf(X,)ds - 


fAs- эр. 
再 将 hu(z) = AJ(z),z € J 代入 (13) 即 得 
a(t, v) e; soU ОМО; д 
于 是 ,由 (12) 式 即 得 
g(x,t,w) = f(x) - f(x, (v)). 
DATA ARE (iii) 得 证 .因此 ,f E А) A(A,HA)) = (A,2XA)). 
这 就 证 明了 定理 . 
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$3 一 类 积分 型 泛 函 的 期 望 与 脉冲 积分 微分 方程 


É X = (X(:),0 < t < rr) 为 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 ( 简 记 为 
PDMP) .本 节 主 要 研究 如 下 积分 型 泛 函 的 期 望 值 的 计算 问题 


V(x) = E, I| (x): + [ expl, (1) 


其 中 1,c 是 给 定 的 函数 ,p 为 过 程 击 中 分 布 跳 点 的 计数 测度 .这 个 
泛 函 经 常 作为 值 函数 (报酬 函数 、 费 用 函数 等 ) 出 现在 随机 服务 系 
统 、 随 机 优化 与 控制 理论 中 . 它 蕴 含 了 许多 表面 上 不 同 的 过 程 泛 函 
作为 特例 . 

首先 ,我 们 讨论 一 般 PDMP 的 变换 .这 些 过 程 的 变换 在 马尔 可 
夫 过 程 理论 中 是 标准 的 (参见 Williams[ 1] 或 Davis[4]) .这 里 的 目 
的 是 说 明 (1) 定义 的 期 望 具有 相当 的 一 般 性 ,许多 表面 不 同 的 过 
程 泛 函 期 望 值 可 化 为 这 种 形式 .本 节 的 核心 是 证 明了 ,在 一 定 条 件 
下 ,了 与 过 程 的 半 动 力 系统 的 复合 (关于 1) 是 逐 段 绝对 连续 的 ,而 
且 满 足 一 脉冲 积分 - 微分 方程 (组 ) . 当 过 程 的 分 布 特征 F( 首 次 随 
机 跳 时 c, 的 分 布 函 数 ) 为 绝对 连续 型 时 ,这 一 方程 成 为 (不 带 脉冲 
的 ) 积分 - 微分 方程 ;而 当 玉 为 纯 离散 型 时 ,此 方程 成 为 脉冲 微分 
方程 .而 脉冲 微分 方程 的 求解 亦 成 为 泛 函 常 微分 方程 理论 新 的 热 
点 (参见 郭 大 钧 , 孙 经 先 , 刘 兆 理 [1]. 作 为 在 特殊 情形 的 应 用 ,分 别 
讨论 了 有 限时 间 水 平 (finite time horizon) 和 折扣 (discount) 问题 . 
给 出 了 这 两 种 情形 相应 脉冲 积分 - 微分 方程 的 形式 . 

为 了 讨论 的 方便 ,我 们 先 给 出 本 节 的 基本 假设 如 下 : 

基本 假设 (1) 过 程 工 是 标准 的 PDMP; 

(ii) 对 任意 x € EE,X 的 首次 随机 跳 时 z, 的 分 布 函数 F(x, г) 
= P.(rt > t) 的 Lebesgue 分 解 式 中 不 含 奇异 连续 部 分 ; 

(iii) 对 固定 的 x € E,F(x,t) 的 跳 点 的 集合 至 多 有 一 个 聚 点 
c(x). 其 中 ,c(x) = inf(t > 0: F(x,t) = 0). 
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为 了 叙述 上 的 方便 ,我 们 总 是 通过 在 状态 空间 增加 一 个 孤立 
ЖА, X (o) = A,r st <+ o KIRE. HE, ERK 
引起 混 消 的 情况 下 ,我 们 不 加 区 分 的 与 原 过 程 使 用 同一 记号 X. 

最 后 指出 ,我们 将 沿用 上 一 节 的 记号 . 

1.PDMP 的 变换 

1) 非 齐 次 过 程 的 齐 次 化 

一 种 经 常 发 生 的 情况 是 , 逐 段 决定 过 程 六 = (x(1),0 < t< 
r) 相应 的 三 元 特征 不 仅 依赖 当前 状态 而 且 依 赖 于 到 达 该 状态 x 
的 时 间 4. 一 个 化 为 PDMP 的 标准 方法 是 扩大 状态 空间 E BIE x 
R, ,定义 一 个 辅助 PDMP.X = (x(1),0 < t < r), 其 中 

x(t) = (t,x(0),0 & t « c. 
这 时 新 的 过 程 КУУ [ЕЈ Е = R, x .的 局 部 特征 
e(u,x) = 
(t+ u,g(u3t,x)),A(x) = A(t,x), 
a(x) = a(1,x),Q(xsltl x A) = Q((t,x);A). 
Ju X 857 30) ERAT 


AG) = S fux) + Аах), 


Hep A, H 84.2 的 (5) 式 给 出 , 即 
Auf (tx) = 


xs) + AG | (Gi - 05:23) Qt, xsd), 
Af(t,x) = 
Аах) + абаа) GG - flts2))Q(tx3dy). 
一 般 地 , 当 处 理 非 时 齐 过 程 时 ,我 们 将 (广义 ) 生成 算 子 简 记 为 
A fux) = ок) A f(x), (2) 


因为 任意 非 时 齐 马尔 可 夫 过 程 均 可 通过 加 入 时 间 变 量 而 时 齐 化 ， 
所 以 我 们 一 般 地 只 讨论 时 齐 过 程 . 
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2) 中 断 过 程 
在 应 用 中 ,经常 要 求 POMP 的 期 望 折扣 报酬 (或 费用 ) 
V(x) = EJ. exp( 一 | 8X, dds) (ха, 
ЖФ: Е К, азе n] dil PS, т ô: E — R, 为 可 测 函 数 且 
满足 ,对 任意 x € ,存在 e > 0 使 6(g(1,x)) 在 [0,e] 上 可 积 . 易 
见 
a, := expl- [ 8(X,)ds) (3) 


定义 一 个 PPMPX 的 可 乘 泛 函 .由 此 可 乘 泛 函 可 定义 一 状态 空间 为 
E, = EU {A} ВХ = (x,,0 t <+ 0): 


ae Pa < Z$ (4) 
A; t> f5 

Hy X {Ев 时 刻 中 断 的 过 程 , 其 中 A 为 一 孤立 点 .容易 证 明 , 中 断 过 
ЖА ЖЕ, Е PDMP, 其 局 部 特征 为 

Q(x,dy) = 

xh ey O(# dy), 008,14) = 

(x) | 
A(x) + d(x)’ (5) 


A(x) = A(x) + 8(x),a(x) = a(x). 
(广义 ) 生成 算 子 为 
А f(x) = A f(x) — 8(x)f(x) ,Adf(x) = Afla). 

其 中 A KRIE X WO) 生成 算 子 . 

定理 1 WY = (X,,O < t < r) 为 满足 基本 假设 的 PDMP, 艺 
= (x,,0 t < %) 为 由 (4) 式 定义 的 了 的 中 断 过 程 ,其 中 6:E 一 R， 
满足 对 任意 x € EFE e > 0 使 得 6(g(1,x)) 在 [0,e] 上 可 积 .又 
设 1:E 一 R, 及 c:J U P — R, 为 可 测 函 数 .对 每 个 xEE 有 


E, If epl- [008511 (x08: + 
* 189 = 


exp(— | OCX, ds) e(X,) Д, v, € JUD) dpi = 


E, If (Got + [ с(х,)4р\, (7) 


(约定 ,L(A) = с(А) = 0) HB, p, p 分 别 为 过 程 X,X 击 中 分 布 跳 
点 的 计数 测度 .(7) 式 两 端 可 取 + оо. 
证 明 ”显然 给 定 Z = о(Х,,: > 0) Wo 的 条 件 分 布 


Plo 00m) a) ex - | 8(X,)ds) 


在 [0, oo) LAA ARE PBR O (X alt), B Р, (т = © |Z) = 
a( œ). ТИ 


Е, |700) - E, || 1(X,)de| е 
EIE, [18 111 = 
Е, la( e) [^ 10x): # 
0 
Jr оса, rc deds} = E H^ acordar. 
0 0 0 
类 似 地 ， 

E,lc(x,.) Ia, emumdp| - 

Е, |> eX,- Ma, eur) Lco = 

BD eR, a camels Sn lZ) = 


Е, | 2j c(X a -ejua(ri)] = 


E, | С) СХ, 1 endpl. 
这 就 证 明了 定理 . 
3) 仅 依赖 过 程 随机 跳 的 泛 函 
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下 面 讨 论 如 下 形式 的 泛 函 
J(x) = E, Ye *ib( X, .X, d (8) 
借助 于 相关 跳 过 程 的 跳 测度 ,上 式 可 改写 为 
J(x) = Е, [7 | e^. X. )a(dr,dy). 
EH —REPEBK ЖЕ AS BR AY BR y Be RT AD, 如果 f € L (dp) CR, 
f. yo) = e*b(y, X, (9))),Jll f € L, (dv) В 
JG) = Е,| | ех, )v(ar,ay), 
这 里 у 为 随机 测度 jy 的 补偿 子 . 注 意 到 本 章 基本 假设 ,有 
v(dt,dy) = ACX,) QCX,,dy)dt + a(X, )Q(X, ,dy). 
因此 ， 


JG) = E. | e*[ b, x)000, 4a Qc): + 
[вох Q(x,,ay)a (x, )ap| = 


E. | еса + | e*e(X, )dp|， (9) 
其 中 
ie) = AGO[ БС) Q(x.dy) 2 Є Е\(ЈЏГ), 


абе а(х) [ 00,2) 0(х,ду),х EJUr. 


所 以 形 如 (9) 的 泛 函 包含 (8) 定义 的 J(x) 作为 特例 .这 也 是 我 们 
在 (1) 中 增加 过 程 击 中 分 布 跳 点 与 边界 点 (JU D) ,而 不 仅仅 是 边 
FAT) 的 原因 . 

2 ”主要 定理 

定理 2 设 1:E 一 R,,c:JU P'—R, 为 可 测 函数 .假定 对 每 
个 x Є Е, 1 1(ф(г,х)) 在 区 间 [0,c(%x)) 可 积 ;(1) 式 定义 
的 函数 VV 是 有 界 的 . 则 V € RAPA 
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A,V(x) + I(x) = 0,x € Е, (10) 
A,V(x) + a(x)c(x) = 0,x € J, (11) 
及 边界 条 件 
CV(x) + e(x) = 0,x ET. (12) 
(11) 式 的 另 一 种 表达 方式 为 
AV(x) = - a(x)(CV(x) + c(x)),x € J. 
其 中 ,AV(x) = V(x) - Ша, (о У(Ф(-2,х)) H RAZ V ERE. Ak, 
(10) ~ (12) 式 就 组 成 一 脉冲 积分 一 微分 方程 (组 ) .值得 注意 的 
是 , 当 过 程 的 首次 随机 跳 时 c, 的 分 布 为 离散 型 分 布 时 ,方程 (10) 
不 再 含有 积分 项 .这 时 ,方程 (10) ~ (12) 退化 为 脉冲 微分 方程 ; 当 
过 程 的 首次 随机 跳 时 c, 的 分 布 不 含 离散 部 分 时 ,脉冲 方程 (11) 就 
从 方程 组 中 消失 了 ,方程 退化 为 积分 一 微分 方程 . 
证 明 ”对 固定 的 x € E 由 基本 假设 ( 诈 ) 有 ,0 < si(x), 这 里 
si(x) = inf(t:g(t,x) € J,t < c(x)). 
在 不 致 引起 混淆 的 情况 下 ,我 们 对 可 测 函 数 f(g(1,x)),t > OFF 
使 用 简单 记号 f(t): = folt, x) (FÆ 0) = f(x)). 取 4 € 
(0, si1(x)) 使 得 函数 ;一 4(s),s 一 1(s) 在 [0,ti] 上 可 积 .由 强 马 
尔 可 夫 性 ,对 任意 上 < t 函数 V(x) 满足 


VG) = Ef 18s + VO 421 = 


r At 
E, |f 1G085 + ИС) Тоо + V(t) asap 


这 里 ,ri 为 过 程 的 首次 随机 跳 时 刻 . 因 此 
V(0)(: = V(x)) = 


['iCoasrG) 4 [co rco[ 1004s + 


V(t) F(t) + | ACs) Fs) QV(s)ds, 


等 价 地 ， 
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. V(0) I P : 
V(t) = FD t oan] Cor Gas. (13) 


其 中 ,g(s) =- (ICs) + ACS) QVCS)) Ш v BAA, WU e 在 
[0,4] 上 是 可 积 的 .利用 (13) 通过 计算 积分 | AC) VGs)ds ,可 证 
明了 满足 

V(t) - V(0) = [аса + | g(s)ds. (14) 


因此 ,在 [0,5] E V 是 绝对 连续 的 , 且 其 (关于 Lebesgue 测度 的 
Radon-Nikodym) 导数 为 (A(1)V(1) + g(1)). 这 便 证 明了 (10) 式 . 

现在 ,我 们 来 证 明 V 满 足 关于 分 布 跳 点 跃 度 的 (11) 式 . 取 zE€ 
J 固定 1 > 0 且 令 x 使 得 pg(1,x) = z Ht = s(x). 由 强 马尔 可 夫 
Е, 


Иба) = E. |" (Gs + eC uo + Ил) = 


1А l( s)dsF(s, -) -| [iGoduaFG -) + 
e(s,)a(s,)F(s,; 2) + v(s,) F(s,) - 
|. QV(s)dF(s —) + F(s, -)a(s) QV(s,). 


容易 验证 , 当 ty0 时 ,上 式 右 端 收敛 到 

0-0 + c(z)a(z) + V(z)(1 - a(z)) - 0+ a(z)QV(z) = 

V(z) + a(z)c(z) + a(z)CV(z). 
因此 ,lim,yo У(ф(— t,2)) 存在 . 故 得 

AV(x) 2 - a(x)(CV(x) + c(x)),x € J. 
这 就 证 明了 (11) XX. 
其 次 , 取 z ECT At > 0 且 令 x = ф(- 1,z). 同 样 由 强 马 

尔 可 夫 性 ， 


V(x) = Ef" l(s)ds + QV(X, .) + elz) Ie =e) + 
еса = 
~ 193 ° 


- [Lf KudduldF(s) - |" 0и(ь)4Е(» 2 + 


c(z)F(c(x) -) + Mes.) Fls, -)a(s,) = 


- I uw) du lar (s) TONE ~)A(s)ds + 
DEl, -)a(s,) QV(s,) + FCe(x) -2QV(z) + 


c(z) F(c(x) -) + >)F(s, -)а(з,)с(з, -). 
注意 到 VV 的 有 界 性 ,容易 验证 , 当 上 y 0 时 上 式 右 端 收 敛 到 QV(z) 
+c(z). 于 是 TY(z) : = limo V( @(— t,2)) 存在 , 故 得 (12) HM 
而 ,YE 248 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

3. 两 个 特殊 积分 型 泛 函 的 期 望 

下 面 我 们 研究 特殊 情形 .首先 ,我 们 讨论 有 限时 间 水 平 (finite 
time horizon) 如 下 期 望 值 的 计算 问题 

V,(t,x) = 


Eco || Gs,X)ds + f els, X, )ар + Ф(Х,)}. 015) 
这 时 ,问题 的 适用 范围 可 推广 到 (XX.) 的 三 个 特征 依赖 于 时 间 1 的 
情形 .由 1.1) ,可 构造 新 的 过 程 和 = (x,), 使 得 了 的 (广义 ) 生成 算 
子 为 

A f(x) = Zfü,z) + А.у, ж). 

对 固定 的 时 刻 sy, 考虑 X 在 c, PORE CU OON. X) .这 时 ,状态 
Z= |] E : = ([0, 1] x P), P: = ([0;#] T) U (151 x E) .于 是 
方程 (10) ~ (12) 成 为 

ŽV Gua) +A,V, (t,x) + l(t,x) = 0, 

z € E,i€ (0,2), (16) 
ЛҮ, (2,2) = 
- a(t,z)(CV,(t,z) — e(z)),z € J,t € [0,t,), (17) 
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与 边界 条 件 
CViCt.2) + eCt,z) = 0,26 Tt € Oss), (18) 


Vi Ct z) = O(x), E E. (19) 
此 时 ,车 lc, b 是 有 界 的 且 c = 0 或 
Му + мы 


则 是 有 界 的 (其 中 , №, 为 过 程 随 机 跳 的 计数 过 程 ) .下 面 结 果 是 
定理 2 的 简单 推论 . 

ЖЮЗ ”在 基本 假设 下 ,如 果 1:R, x E—R,,c:R,x (J U Г) 
—>R,,®:E>R, 为 有 界 可 测 函数 且 с = 0 或 (20) 式 满足 , 则 (15) 
式 定 义 的 V, c AE 上 且 是 方程 (16) ~ (19) 的 解 . 

其 次 ,我们 类 似 讨论 折扣 情形 .为 了 记号 的 简单 ,我 们 仅 讨 论 
定常 折扣 率 6 > 0 的 情形 .折扣 率 6(x) 依赖 于 状态 情形 的 讨论 完 
全 类 似 . 我 们 考虑 泛 函 

LA V = E, || e*i dt + | e*t dpl (21) 


其 中 ,1,c WEO < lc 三 天 .同样 地 ,用 过 程 变换 方法 构造 新 的 
PDMP,X = (x,,0<¢ <z)). 由 1.2 小 节 的 讨论 ,新 过 程 蕊 的 ( 广 
义 ) 生成 算 子 

А.х) = А„/(х) - 80). 
我 们 知道 


VG) = E, I| 16) + | eG. )dpl. 
因此 ,(10) ~ (12) 成 为 


A f(x) - df(x) + (х) = 0,x € E; (22) 
Af(z) = - a(z)(Cf(z) + e(z)),z € J; (23) 
Cf(z) + e(z) = 0,2 ET. (24) 


由 定理 2 及 上 述 讨论 ,我 们 得 到 如 下 定理 : 
定理 4 在 基本 假设 下 ,如 果 1:E5 一 R,,c:JUT 一 R, 为 有 
界 可 测 函 数 且 с = 02x (20) 式 满足 , 则 (21) 式 定义 的 V, € 22427 H. 
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是 方程 (22) ~ (24) 的 解 . 
$4 平稳 分 布 


1. 基 本 假设 与 记号 

W X = (x(1),0 < t < т) AWSSIRBO,Z(ECR) 上 三 
元 特征 为 (gq, F, Q) 的 标准 PDMP. 此 时 ,刻画 过 程 随机 跳 间 决 定性 
运动 的 半 动 力 系统 o TE E 中 没有 gq - 交汇 点 .于 是 , 工 的 演化 由 三 
元 特征 决定 : 

(1) М х 出 发 的 PDMPX 按 g(t,x) 运动 到 随机 时 刻 ri ; 

(ii) ri 的 分 布 满足 Р, (ту > t) = F(x,t); 

(iii) 过 程 工 按 转 移 概率 0(P(ri,x),') 跳 达 状态 z, = X. - 

过 程 再 从 跳 达 的 状态 z, 重新 开始 作 如 上 运动 . 依 此 类 推 ,我 
们 得 到 一 列 随机 跳 时 c, 及 跳 达 的 状态 二 = X, .我 们 称 Z = 
(2, aso( AE zo = Xo) 为 PDMPX 的 嵌入 链 .显然 ,2 为 齐 次 马尔 
可 夫 链 且 有 一 步 转 移 概 率 p(x,:): 对 任意 4 € 多 有 


p(x) = P(X, € A) =- |" 0(ф(,а),А)аР(х.!). 


(1) 
我 们 仍 简 记 
J = (z € E:z = @(t,x) MX x € EK 0 < t < c(x) Y, 
使 得 F(x,t-) - F(x,t) > 0), 
Г = (2:2 = g(c(x),x),x € E,c(x) < œ). 
ЈУ F — PAR. 称 为 过 程 的 p - 流出 边界 集 . 
现在 我 们 来 给 出 本 节 的 基本 假设 . 
基本 假设 
(i) g(t,x) 关 于 1 是 右 连 左 极 的 ;对 任意 x €E E, F(x,t) XF 
Lebesgue 测度 的 Lebesgue 分 解 式 中 不 含 连 续 奇 异 部 分 . 
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Gi) 对 所 有 满足 c(x)(: = inflt 20: F(x,t) 20) = + © 
Wx € EG 
Е(х,%) = lim F(x, 0) = 0; 
且 对 每 一 个 x € EF (x,t) 的 跳 点 至 多 只 有 一 个 聚 点 clx); 
(1) 对 任意 1 > 0 及 EE 上 的 概率 测度 x 有 
EN, = | EN Jade) = w; 
E 


其 中 N, = У) Das елт 为 PDMPX 击 中 JU 的 计数 过 程 . 
基本 假设 (iD) ВР, (т, < e) = І. ШЖ X, = x 出 发 的 过 程 
(X) 的 分 布 收 和 敛 到 平稳 分 布 ,这 一 条 件 当 然 是 必要 的 . 而 基本 假 
We (iii) A P(r = œ) = 1, 且 比 后 者 要 强 一 些 . 基 本 假设 (i) 是 为 
了 数学 处 理 上 的 方便 . 
d 工 为 满足 基本 假设 的 标准 的 PDMP. 由 $291, ХГ ХЖ 
成 算 子 


Afla) = f(x) + M(z)| GOD - Fa))Q(zidy) 


Af(x) = Afla) + a(x)| (fly) - fl2)) QCasdy). 


其 中 ,A(x) 为 过 程 随机 跳 的 跳 率 函 数 
f(x) - Cet) E 


a(z) = sup{ F(x,t -) - F(x,t):z = g(t,x), 
x € E,0 < t < ce(x)|l. 
其 概率 意义 为 , 当 已 知 过 程 沿 o 击 中 z 点 时 ,过 程 随机 跳 发 生 的 条 
件 概率 . 
АНЕ SOS, SX A) 由 满足 下 列 条 件 的 可 测 函 数 疡 已 U Г-К, 
HHR: CG) E AER (ii) Cf(z) = 0,z € D; 
(11) Bf € Li (dye) (EP, Bf(x,t,w) = f(x) - f(X,(w))). 
而 22747 B ДЕ FUA TER AT a EC f: E U D — R, 组 成 : 
对 任意 x € Е, ЖЖ: f(o(t,x)) 有 如 下 分 解 
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f(e@(t,x)) = у, Co x) + fxle(t.x)), 
Hb fi (eG. x2) ALO, e(x)) EAR ESE RN, f,(0(1,x)) 为 
[0,c(x)) 上 的 右 连 续 跳跃 函数 , 且 跳 点 n 满足 g(i,x) € J. 
2. 关 于 平稳 分 布 的 若干 性 质 
PFE AY WW (Е, E 及 定义 其 上 的 转移 函数 plx,t, A), 1 € 
R, ,x € E,A€ ERIRE, 8) EWE zc ERB РА р 的 不 变 
测度 ,如 果 


А) = [pü r Dn (da) € R,,A€ & (2) 
我 们 称 z 为 转移 函数 p( 或 相应 过 程 ) 的 平稳 分 布 ,如 果 关 于 p 的 


不 变 测度 是 概率 测度 , 亦 即 (E) = 1. 
如 果 < 为 上 的 概率 测度 ,我 们 可 以 定义 (Q F) 上 的 测度 


P(A) = [P Cox. 


在 P" F AER IEEE (X, ) 是 一 马尔 可 夫 过 程 ,其 初始 分 布 为 x , 转 
BEZO p id Е" 为 关于 产 的 期 望 .我 们 知道 ,x 为 平稳 分 布 的 充 
要 条 件 是 对 任意 有 界 可 测 函 数 fF: E> RA 
EfQQ = | fl)x(ay). (3) 
对 任意 x € 五 ,定义 
c(x) = inflt > 0:9(t,x) ¢ El, 
t. (x) = inflt > 0:9(- t,x) e El, 
s. (x) = inflt > 0:9(t,x) € Jl, 
{ (x) = inflt > 0:9(- t,x) ¢ Jl 
(infgj = + ©). LIHER h > 0,4 
J,-1g(-s,x):;xg Е\Ј,0 <s < h At, (х), 
Г, = tol- s,x):x € P,0 < s < h A t, (х). 
定理 1 设 f:J UT 一 R ARAM MRR. > 0 定义 


Dh) = x [ Србе Oc) 301, Dds, 
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Ith) = >| (pls. O04, Xs. 
则 


lim/,(t,h) = [^ X, )dp, 
h+ 0 0 


limir(t,h)| FOX, Jap" ; 
这 里 ,p 与 p” 分 别 为 过 程 击 中 过 程 分 布 跳 点 与 边界 点 的 计数 测 
Ж. 

WEBB ”注意 到 p(s, (х), х) € Jo g(c(x),x) € P, Lt, h) 
5j Ip (t, h) 的 定义 是 明确 的 .由 基本 假设 ( 刘 ),(4) 55 (5) ARA 
项 以 概率 1 是 有 限 和 .只 要 证 明 , 对 所 有 充分 小 的 h > 0, LG. А) 
与 p(t, h) 分 别 等 于 (4) 与 (5) 式 右 端的 有 限 和 , 则 命题 得 证 . 事 
实 上 ,对 任何 固定 的 样本 点 o <Ç 

n(w) = supln:r, < t| <+ %,a.s. 
Add 
O(w) = minlz, - тъ: = 1,2,-*,n(w)}, 
ó. (о) = тїп}. (X, ):s < t, X,. € J}. 
GE, ifii Cii), X, 在 [0,1] 内 至 多 击 中 分 布 跳 点 ( 即 J 中 点 ) 有限 次 ， 
且 基 本 假设 (ii) 保证 tf (x) > 0,x € J.) WMA h < OAS. Bf, 


(th) = | fO, елар. 
类 似 可 证 ,对 所 有 充分 小 的 h > 0, 
In(tyh) = |у, 10, endp. 
这 就 证 明了 定理 . 
定理 2 在 基本 假设 下 ,如 果 x 是 PDMPX 的 平稳 分 布 ,f:JU 


D R 为 有 界 可 测 函 数 , 则 存在 J U T ERA RWE o 使 得 对 所 
有 的 :> 0 有 


E mi X, )lx endp = [/G)a (a), (6) 
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E | fO, Ух, endp = | fl2)o(de), (7) 
证 明 ”注意 到 
b Cp, h) = KCN, +1), Ip(t, h) = KCN, +1), 
(其 中 ,KK 为 f 的 界 ) 及 基本 假设 中 的 EN, < % ,由 定理 1 及 控制 收 
DEH, 4 h VOTI 


LEC, h) > те Xu елар (8) 

ТЕ) LE (x. 10, endp, (9) 
然而 由 Fubini 定理 ,并 注意 到 平稳 分 布 的 性 质 (3)， 

FEI (t,h) = 


a], UCC OG 3) 1, (X.)14s = 
al] ioc (x) ,x)) I, (x) n(dx)ds = 


А motto a нба). 


与 1 > 0 无 关 . 此 即 说 明 (8) 式 右 端 对 所 有 1 > 0 是 相同 的 .对 任意 
J 的 Borel FÆ 4 ,定义 


o(A) = ТЕ (X, 2p. (10) 


则 由 积分 的 性 质 及 基本 假设 (iii) 81, a 是 可 列 可 加 的 有 限 测度 . (6) 
式 由 大 的 简单 函数 逼近 得 到 .类 似 地 ,对 下 的 Borel FÆ 4 定义 


HAF г TE [LOC Dap" . (11) 


同样 可 得 (7) R ERJA T = Oo J: J U PR 上 的 有 限 测度 .这 
就 完成 了 定理 的 证 明 . 
测度 o 有 如 下 概率 解释 ,对 任意 JU TP BJ Borel 子 集 4,c(4) 
为 过 程 (X,) 单位 时 间 内 击 中 4 的 平均 次 数 . 
定理 3 ”在 基本 假设 下 , 设 x 是 PDMPX 的 平稳 分 布 . 则 对 所 
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有 满足 


E(5)1fO,) -A%,,-) 1) < @ (14) 
Шуе ROA 
| AG) (as) + | Aw (z)o(dz) Ф | cf2)o(dz) = 0, 
(15) 


其 中 
А.х) = xf(x) + A(x)Cf(x), 
Agf(z) = Af(z) + a(z)Cf(z) 
Cf(x) = Qf(x) - f(x). 
证 明 ”由 ho 微分 公式 (定理 2.3), 若 f UE E PRA TE, Л 


Kx =A) = [Алоха + | Ag(X dp Š 


[| sac, 2). [erac dap" 


其 中 ,p,p” 分 别 为 过 程 击 中 分 布 跳 点 与 边界 点 的 计数 测度 , 且 上 
式 右 端 随机 积分 项 是 蒜 . 于 是 利用 平稳 分 布 的 性 质 (3) 及 定理 2, 
关于 Е" 对 上 式 两 端 取 期 望 , 得 


0 = ЕГА. ACX, )ds + E" | A, f(x, )ар + E" | c/(x, )ap' š 


| Au f(x) (dx) > t| As flz)o(dz) + t| ers (a. 
这 就 证 明了 (15) .证 毕 . 

下 面 引入 可 区 分 类 的 概念 . 设 £ ( E) 为 马上 有 界 可 测 函 数 的 
全 体 .我 们 称 一 函数 类 Z c ELCE) 是 可 区 分 类 ,如 果 对 已 上 的 两 
概率 测度 x',z A,n = = 当 且 仅 当 | fds = | fde 对 所 有 e 
ZW L.S 

Z = lf € HA):Af(z) = 0,2 € Jl. (16) 
定理 4 在 基本 假设 下 ,如 果 П E CE) ETKA, J E 
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上 的 概率 分 布 x 是 一 平稳 分 布 的 充分 必要 条 件 是 ,对 所 有 的 f € 
% П ECE) 
| А/С) (аа) =; (17) 


WEBB ”由 基本 假设 中 的 条 件 (iii) 及 f 的 有 界 性 知 (15) 满足 . 
再 注意 到 定理 2.1 的 边界 条 件 及 A 的 定义 ,条 件 的 必要 性 由 定理 
2.1 得 到 . 

下 证 充分 性 .车 x ix, 的 分 布 , 则 由 定理 2.1 有 


FCX) = f(X%) = [A ros " 


[A X, )dp + | | Brac, - y). 


Pii SEAM BARE G) 及 了 的 有 界 性 知 (17) 满足 ,从 而 上 式 随 
机 积分 项 是 蒜 . 于 是 ,(16) 与 (17) RAE 


| flea (de) = | fl) x (de), Є ФП GCE). 


Fe, HEMI F ZN £ CE) 为 可 区 分 类 知 ,x = x. 这 就 证 明了 
定理 . 

3. PDMP 与 其 代入 链 的 平稳 分 布 间 的 关系 

设 Heow 与 Hy 分 别 为 PDMPX УНЭ ЛЕ 的 平稳 分 布 的 
人 全体. 定义 


fiu «dec eye: | AG) x (dx) ew]. 
| AGO (dx) + | st )otdi)/5 0, (18) 
E JUr 


AL x® € IL ,其 中 ,对 任意 的 4€ Z, 


z (A) = 

| AOC Aada) + [ a (x) 0; Aola) - 
#6. o U 2 MAREC T ua. ne d 19 
| AGO G2) + | asla) 
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证 明 车 | A(x) GI) 十 | „а(2)а(4:) = 0, 


JU 
EQ AGO; + | ac + p° )) = 0. 
ERAS A(X) = 0,1, езг = 0,P-a.s. 对 所 有 的 1 > 0 成 立 . 


这 与 基本 假设 (ii) 矛盾 .因此 ,(18) 成 立 . 记 D = | AG) (ax) + 


ИСЕ" plx, A) 为 嵌入 链 Z 的 转移 函数 ,由 (1) EX. 


由 基本 假设 (i) ,对 任意 x € E, F(x,t) 不 含 关于 Lebesgue WEH 

连续 奇异 部 分 .再 由 (1) 式 ,对 任意 4E 有 多 函数 Fx) = P(x,A) Є 

PHAGE 注意 到 s, (ф(1,х)) = с(х) -t,t < clx), 
р(Фф(1,х),А) = 


facts + 2 x) EE p аЁ( 24 ғ) 


- [etos i) СЕС DT" FG. 9). 
因此 , 当 被 积 函数 连续 时 ， 
Xp(x,A) = lim (p(g(1,2),4) - p(x,A)) = 


lim QC g(s.2),A)dF(x,s) + 


теу. | 
lim — 
ty0 Í 


[ осеб, а) dU - F(x,t)ldF(x,s) = 
- lim | ОСе(з,х),А) Flays)A(g(s,x) ds + 


lim (1 - Р | QGG х) DaFG, s) = 


А(х)(р(х,4) - Q(x,A)). 
一 般 地 ,由 f(x) = plx, A) € 4%2 保 证 上 式 的 正确 性 .而 对 z € 
JUT, FE x € E KRt > 0 使 得 z = gp(1,x). 这 时 

Ap(z,A) = р(Ф(1,х),А) - lim( 9(s, x), A) - 
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= | Осфби, х), А)ГЕ (х, 0] dF (xu) * 
lim Осеби), DE FG T dFGs a) = 


- lip QC pu), XC FG)" - 
[F(x,s)]|'dF(x,u) + 
tim| QC oC u,x),A)[ F(x, s) df(x,u) = 


a(z)(p(z,A) - Q(z,A)). 
因此 ， 
A,p(x,A) = 


xp(z,4) + AGO| (p(y,4) - p(z,A))Q(z,dy) = 
АС) [ p(y,4) Q(x,dy) -3()0(x,4),2 € E; 
Аай » 

Ap(z,4) + а()| (р(у,А) - p(z,A))Q(z,dy) = 
a(z) p(y,A)Q(z,dy) - a(z)0(z,A),z € JU T. 


注意 到 , 当 : Є ГЕа(:) = 15 
p(z,A) = limp(¢(- t,2),4) = Q(z,A), 
Xt f(x) = plx, A) 应 用 定理 3, 我 们 有 


[AGO por,4)o(xsdr)r(dz) - 
[AGO Q(x, A) а) + 
J aO] po Qa dy)o(dz) - 
JUr E 
| a(z)Q(z,A)o(dz) = 0, 
JUr 
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亦 即 


pl A)| py,4)Q(zvdy)z(ds) 4 
1 

БЇ „С рО) 062,4) (4) = 
p] А) Q(x, A) (4x) + 


2] 5096002). 
这 就 是 
[ph (ax) = 2° (A). 


其 中 ,x" 由 (19) 式 定义 .所 以 ,x" € Ue WEE. 
下 面 考虑 相反 的 问题 .给 定 л € ILw ,如 何 来 寻求 PDMP 的 平 
稳 分 布 x. 这 时 仍 需要 一 些 限 制 . 令 


clx) 
iit, = WE me:| | Fiaa -jdm (ds) < 9]. 
上 式 中 条 件 的 概率 直观 如 下 ， 
LO бы diii der. 


e(x) 
| | E.L. „от (dx) = 
EJO 1 


| Err (dx) = E” c < ©, 


表示 当初 始 分 布 为 x* 时 ,首次 随机 跳 时 c, 的 期 望 有 限 . 
定理 6 WMA w ЄП. HA П В(Е) 为 可 区 分 类 , 则 x € 
Tppup ,其 中 


Le 1,(o(t,2)) Fla, #)dex"(de) 
gas F(x, t-)dtx°(dx) 
Ж (16) 式 定义 . 


х(А) = (20) 
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证 明 ”由 定理 4, FEW f € A N BE) 有 

| Af Goa) siði (21) 
在 证 明 (21) 2 FAT ACRE Ma, HBOR. FEE, Hi 
F 


Ma, 1=1| | Brit - ») х) - 
ух, 2 ve OR) - Qi) | Ade) < 


2K(1 + [^ Ac). 
HF КУРЮ. ХН x € E, 
E[^ A(dt) < Е." A(dt) = 


c(x) elx) 
| Е... ) A(dt) -| F(x,t -)A(dt) = 
0 


e(x) 
af dF(x,t) = 1. 
0 
于 是 ,对 任意 的 x e E, 
limE, | Ma | Jam, ise < 
e^o 1 thr, 


SF imi etl Аб = 25 
Wee «T A) 2 3x * 


E [^ A (dt) Hi [és a» 811 = 0, 
对 一 切 1 > 0 一 致 成 立 . 这 便 证 明了 Ms。 的 一 致 可 积 性 . 从 而 
Mite, BAT BR. 
xt fe A [| BCE) 应 用 定理 2.1 得 
fO) - f(X9) = 
[IASA )ds + [AL dp + Mas 
„9%. 


由 Doob 停 时 定理 , E.M. = 0. 同 时 注意 到 JE A IM A(z) = 0, 
我 们 有 ,对 任意 x € К, 
EJ.) - f(x) = E. | ASX, )ds. 
另 一 方面 ， 
n elx) 
Е | ANIJE Е | Af X aa ds = 
0 0 


[T AAE) FG s ds. 
既然 x" € Tye ,我 们 有 
[| ыле, а) FCs —)dsx°(dx) = 0. 


上 式 蕴含 , 当 x 由 (20) 定义 时 (21) 成 立 .证 毕 . 

定理 7 假设 Tog = Hepy ,IIwc = Ice AG n B(E) 是 可 区 
分 类 . 则 对 x € Пыр zx = BAx; 对 x° € ye Жл” = ABr. A 
此 B = A" rh A: Upp > Une 与 B:Iw — Пыр 分别 由 (19)， 
(20) 式 定义 . 

证 明 由 (19),x”= Ax 满足 ,对 FE 2247) Z(E), 


[Alan = 方 | АС $0) Qa dy) (аа) + 


Di) а] fo Qa. dy)o( dx) ; 
其 中 D, 为 (19) 式 中 的 分 母 .应 用 定理 3, 这 等 价 于 


| Ca) a (ax) : 

AREE -anti 

AMECO -Wy (22) 
男 一 方面 ,从 (20),x’ = Br’ Xt g € Z П GE), 

Габа) = о: f(r" (ds), (23) 
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其 中 ， 
fala) = [P GG) Plast Dae, 
而 D; H (20) 式 的 分 母 .类 似 于 定理 5 的 证 明 ,我 们 发 现 ， 
AJ, (x) = A(xX)f (x) - g(x), x € E, 
Af, (z) = a(z)f(z),z€ J, 
MAX: € ГЖ9,/,(2) = б, ој, (ф(- 1,2)) = 0. 因 此 ,由 (22) 


[G0 (ax) = Ff Gn (de), 
故 由 (23) 
| glx) (de) = 3.5. | C042. 


因为 z^ 与 x 均 为 概率 测度 , D D, = 1. 因此 ,由 定理 4,r = BAr. 
反 过 来 ,由 (20) 定义 的 x = Br 满足 ,对 g € Z(E), 


| g(x) (dx) 二 
Ef (I toG are Jasa) + 


1 elx) Я 
siu. gg (iu x)) F(x,t —)dpx (dx). (24) 


利用 定理 1 经 简单 的 计算 可 证 ,对 应 于 x = B=° 的 跳 与 边界 测度 o 
满足 :对 有 界 可 测 函数 h:J Г R, 


| h(x)o(dx) = 
JUr 


1 e(z) : : 
pd h( p(s. (x),x)) F(x,t -)dpx (dx). (25) 


ABr®( F) = p. | (0G. F) Br" (de) + 


|a) Q(z. Р)о(4:)) - 
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D n (Г, | ACe(t,x)) QUgCr x), Е) F(x ,1 -)dtz" dx + 
1 2 ЈЕЛО 


|], асс, х) CeGs a) P) FG Jape tds] = 


zl 0 pn (ЕСЕ. 
D, D; OF) (dx) = D, D,” (F). 


Fi Bia — 50 z^ € IL 得 到 .因为 АВл° Ej ло 3529 EAM RE , 
亦 有 D, D, = 1. ЩЖ, z" (F) = ABA (CF), F € EXERT EH 
的 证 明 . 

Ж ШЖ sup,e;A(x) < om , 则 显然 有 П> = Opps ME 


c(x) 
sup. [^ F(x,t -)dt = sup,c;E,r, < ©, 


MU П = Tc. 因此 ,定理 7 的 条 件 通常 容易 满足 . 
§5 补充 与 注 记 


本 章 结果 大 部 分 是 刘 国 欣 的 . 

$1 系 统 的 讨论 了 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 三 元 特征 的 性 质 . 
不 难看 到 ,Poisson 型 随机 跳 的 限制 等 价 于 要 求 跳 时 分 布 关 于 
Lebesgue 测 度 绝对 连续 .本 节 的 某 些 结果 可 借助 于 随机 分 析 的 一 
般 理论 得 到 .例如 ,定理 1.3 的 (13) 式 可 借助 Gasanov 指数 公式 证 
得 (参见 何 声 武 , 汪 嘉 冈 , 严 加 安 [1]). 这 里 的 优点 是 更 直接 明了 

直观 上 , 跳 时 (分 布 ) 特征 刻画 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 ,在 沿 
半 动 力 系统 运动 而 击 中 某 状态 时 发 生 随机 跳 的 概率 (或 跳 率 ) ; BE 
转移 特征 刻画 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 ,在 击 中 某 状态 且 发 生 随机 
跳 的 条 件 下 , 跳 达 状态 的 分 布 . 

在 $2 中 , 带 离散 部 分 的 广义 生成 算 子 的 概念 是 刘 国 欣 首次 
引入 .Davis[2] 关于 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 的 广义 生成 算 子 理论 
是 这 里 不 带 离散 部 分 的 特殊 情形 . 
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$3 关 于 这 类 过 程 期 望 值 的 研究 可 追溯 到 60 4EAX . T FEQ 1 | 
对 生 灭 过 程 完 全 解决 了 V(x) 的 计算 问题 .继而 吴 立 德 [1] 和 杨 超 
ELT] 分 别 对 较 一 般 和 一 般 可 列 马尔 可 夫 过 程 研究 了 这 一 问题 ， 
得 到 了 若干 结果 . 侯 振 挺 、 郭 青峰 [1 ] 基于 “最 小 非 负 解 方 法 ”对 一 
般 可 列 马尔 可 夫 过 程 得 到 了 完整 的 结果 . 侯 振 挺 、 刘 国 欣 、 周 飞 将 
侯 、 郭 的 结果 完全 移植 于 可 列 半 马尔 可 夫 过 程 .Davis[1,4] 对 
PDMP 的 积分 型 泛 函 V(x) 的 计算 问题 作 了 深入 的 研究 .基于 一 类 
PDMP 的 Ito 微 分 公式 ,建立 了 期 望 值 V(x) 与 积分 -微分 方程 的 关 
系 , 从 而 将 V(x) 的 计算 转化 为 积分 - 微分 方程 的 求解 . 

这 里 由 于 去 掉 了 随机 跳 的 出 现 为 Poisson 型 的 限制 ,相应 积分 
- 微分 方程 化 为 更 一 般 的 脉冲 积分 - 微分 方程 . 

$4 的 目的 是 将 Costal 1] 的 结果 推广 到 一 般 PDMP 的 情形 . 

Costa[ 1] 对 Davis 的 PDMP 模型 证 明了 ,在 一 定 条 件 下 PDMP 
的 平稳 分 布 的 存在 与 唯一 性 等 价 于 其 内 和 马尔 可 夫 链 的 同一 问 
题 .Davis[4] 对 Costa[1] 的 结果 稍 作 了 修正 . 值得 说 明 的 是 
Costa[ 1] 当然 地 把 Ethier & Kurtz[ 1] 关于 强生 成 算 子 的 结果 (命题 
4.9.2) 应 用 于 广义 生成 算 子 情形 .Davis[4] 在 改写 Costa[ 1] 的 结 
果 时 解释 说 ,这 里 可 以 应 用 的 理由 是 因为 广义 生成 算 子 为 强生 成 
算 子 的 推广 .而 问题 在 于 ,广义 生成 算 子 与 强生 成 算 子 的 最 大 区 别 
在 于 它们 的 定义 域 不 同 . 但 是 ,一 般 说 来 , 当 A N E CE) 构成 ( 平 
稳 分 布 的 ) 可 区 分 类 时 , 属于 强生 成 算 子 定义 域 的 有 界 函 数 类 未 
必 能 够 成 为 可 区 分 类 .因此 ,Davis[4] 的 解释 并 没有 克服 Costal 1] 
的 不 足 . 因 此 ,推广 Ethier & Kurtz[1] 命题 4.9.2 是 必需 的 . 

定理 1, 定理 2 和 定理 3 分 别 是 Davis[4] 命题 (34.13) , 定理 
(34.15) 和 定理 (34.19) 的 推广 .需要 指出 的 是 ,Davis[4] 命题 (34. 
11) 的 证 明 有 误 . 他 错误 地 应 用 了 Davis[4] 命题 (32.12) 的 结论 . 命 
题 (34.11) 的 正确 性 直接 影响 后 续 结 果 中 条 件 的 表述 .我 们 把 
Ethier & Kurtz[ 1] 的 命题 4.9.2 推 广 到 关于 广义 生成 算 子 的 PDMP 
情形 ,得 到 了 定理 4. 这 一 节 的 主要 结果 讨论 PDMP 的 平稳 分 布 与 
相关 散人 链 的 平稳 分 布 间 的 关系 .定理 5, 定 理 6 及 定理 7 分 别 是 
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Davis| 4] 定理 (34.12) , 4E 388 (34.31) 及 命题 (34.36) 的 推广 .需要 
说 明 的 是 ,定理 6 及 定理 7 增加 了 一 条 假设 , 即 增 加 了 Davis[ 1] 命 
题 (34.11) 的 结论 为 真 的 假设 .这 也 是 本 节 留 下 的 遗憾 . 


«I + 


第 4 篇 


13 半 马 尔 可 夫 过 程 的 向 后 .向 前 方程 


$1 半 马 尔 可 夫 过 程 的 定义 


本 篇 我 们 讨论 马尔 可 夫 骨 架 过 程 另 一 重要 且 更 简单 的 特例 
一 一 半 马 尔 可 夫 过 程 . 

众所周知 ,马尔 可 夫 过 程 的 一 个 重要 特征 是 过 程 在 任 一 状态 
有 逗 留 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,由 于 在 实际 中 有 许多 很 重要 的 随机 过 
程 ,其 逗留 时 间 不 服从 负 指 数 分 布 ,因此 这 一 限制 条 件 ,使 得 马尔 
可 夫 过 程 的 应 用 范围 大 大 缩小 .于 是 ,1954 年 Lévy[1] 和 Smith[ 1] 
引入 了 半 马 尔 可 夫 过 程 的 概念 并 加 以 研究 .经 过 半 个 世纪 的 研究 ， 
半 马 尔 可 夫 过 程 的 理论 和 应 用 得 到 了 广泛 的 发 展 , 并 日 趋 完 善 ,已 
形成 一 个 独立 的 研究 方向 . 

在 定义 1.4.2 中 我 们 把 半 马 尔 可 夫 定 义 为 马尔 可 夫 骨 架 过 程 
的 一 个 特例 :车 站 = 1X(1),t < c] 是 马尔 可 夫 骨 架 过 程 ,{r,|,。。 
是 它 的 骨架 时 序列 E 为 可 列 集 及 

X(t) = Xr) c жс тиз vz 0 

We X 为 半 马 尔 可 夫 过 程 . 

但 为 了 半 马 尔 可 夫 过 程 理论 的 完整 性 和 系统 性 ,并 考虑 到 部 
分 读者 只 对 半 马 尔 可 夫 过 程 的 理论 和 应 用 有 兴趣 ,所 以 本 篇 尽 可 
能 做 到 自封 . 

定义 1 WX=|X(t:),0<: < zl 为 定义 在 概率 空间 (Q , Z; 
P) ЖАТ E = 10,1,2,…| 的 贸 适 应 的 随机 过 程 ,如 果 满 足下 列 

«MS s 


条 件 : 
(i) FEIF rn = 0,1,2,::],0 = z < zr <<", 


limr, = +,P:= ase. 

(ii) P(X( ra) € AIF) = Р(Х(т,„) € AL X(z,)), P- 
a.e.A € HE) 

(їн) X(t) = KG) = t < z. = Bie. 

WE X JE un Kh. 


$82. 半 马 尔 可 夫 过 程 的 向 后 和 向 前 方程 


i X()21X(t1,9),0 < t < rlo)! 是 定义 1 中 的 半 马 尔 可 
XB. 
Qj) = Р(Х(т,) = ј,т < £1X(0) = i), (1) 
W 9, Co) 具有 如 下 性 质 : 
1) Q(t) = 0,£ < 0; 
2) Q;CO 为 非 减 的 右 连续 函数 (- < 1 <+ 0); 
3) 210,0) <1, - oct«e-0. 
定义 1 PEE Ql) = (00), ij E E) AES REE A 
对 任意 的 i,j € E, 满 足 上 述 性 质 1),2),3). 
事实 上 ,如 果 已 给 一 个 半 马 氏 和 矩阵 0(z), 则 我 们 可 以 构造 一 
个 半 马 氏 过 程 XCGÓO 使 (1) 成 立 ,所 以 我 们 亦 称 QCO WES Rt 
程 ,也 称 满 足 (1) 的 Q(t) 29 X(t) 的 半 马 氏 矩 阵 . 令 
Р; = Р(Х(т,) = j | X(0) = i), 
Вр 
P; = limQ;(1) = Qy(@). 
id 
Р = (P;,i,j € E). (2) 
° 216 ° 


XEX 2 半 马 氏 过 程 QC) 称 为 正则 的 ,车 
yy TE. (3) 
下 面 我 们 假定 ， 
(A) &(0) д 21000) < l,i € E; 
(В) 条 件 概率 P, (2) = P(X(t) = j,t < t| X(0) = i),i€ 


,关于 t Æ Lebesgue JW (2 Є (0, е), г < т). 
设 А 为 E 的 非 空 子 集 , 令 : 


Ps (t) = 

P(X(1) Є Ам «cl Х(0) = D, ¿€ Е; (4) 
pula) = | eMPy(s)de,a > 0,i € E; (5) 
6,0) = | е 3 30.0),3 2 0,1, € E; (6) 


(3) = r сз Cd dE OD 


бл) = [е dG) > 0,£€ E. (8) 
其 中 
Gi(t) = 20, (0, i € E. (9) 
定理 1 lga) iC EL ER -NAMENE 
X, = 200,0)X, + dahila), i € E (10) 
的 最 小 非 负 解 ， 


WEB] т, 是 首次 跳跃 时 刻 ,又 设 X(0) = i, 于 时 刻 上 转移 
到 4 的 方式 有 两 种 :一 是 在 [0, 如 中 没有 发 生 跳 跃 ( 即 z, > 1) 而 达 
到 4 ,二 是 在 [0,:] PAA Y BEBKCBI c, < 1) 而 达到 4 ,没有 第 三 
种 可 能 . 
Ф.Р. (1) RATE Х(0) = i RIEF РА FA, EL EH 
п 次 跳跃 完成 的 概率 , 即 
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P. (t) = P(X(t) € A, 
X(*,0) 4£[0,¢] PAA n KIKER | X(0) = i), (11) 
oPa t) = 641 一 P.(t)), 


xr (12) 
PO) = У) PAG - х)40у(ж)(а > 0), 
j€ E» 0- 

则 : 

P. (t) = 

P(X(t) € A,t < r | X(0) = i) = P(X(1) € A, 

X(-,w) 在 [0,t] 中 至 多 有 有 限 次 跳跃 | X(0) = i) = 

> «Pu (t). (13) 


对 (13) 两 端 同 时 取 Laplace 变换 ,并 注意 到 (12) 式 即 得 : 


alà) = F eut 
其 中 Ы 
o Palà) = да№, (А), 
„їфа(А) = 240,0) „Фа(А), (n > 0), | 
于 是 由 修 振 挺 、 郭 青峰 [1] 的 系 3. 2.3 知 ,|pa(4),i € Е| (10) 


的 最 小 非 负 解 , 这 就 证 明了 我 们 的 定理 . 
特别 地 , 当 A = |j} 时 ,(10) 式 化 为 


(14) 


X, = 206,00x + 6: (A), i,j € E. (15) 
由 定理 1 立 得 如 下 推论 ; 
系 1 lgo), ij € El 是 第 一 型 图 壹 方程 (15) 的 最 小 非 负 
解 . 
由 此 ,和 矩阵 Ф(А) A (py (A), i,j € E) 满足 矩阵 方程 
g(a) = Q(A) g(a) + H(A), (16) 
其 中 
H(A) = (6,h;(A), i,j € E). (17) 


我 们 称 (16) RA 0(1) 半 马 氏 过 程 的 向 后 方程 (组 ) . 
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由 假设 (4) 并 注意 到 P; Co) 的 右 连 续 性 , 知 H(A) 为 对 角 线 上 
元 素 均 为 正 的 对 角 和 矩阵 ,因此 ,HH(4) 可 道 , 令 
Q(A) = Н (А)Ф(А)Н(А), (18) 
ШЕН SEE FE C RUD E EAE 1) ,定理 3.8.1) 有 如 下 定理 : 
定理 2 | q;(4),i,j € E) 是 非 负 线性 方程 组 


X, = 2 4040) + Ojh,(A),i,7 Є Е (19) 
的 最 小 非 负 解 ,其 中 : 
Q;() = (0) Q0) h(),i,j € E. (20) 
因此 ,和 矩阵 (A) 满足 矩阵 方程 
Ф(А) = o(A)Q(A) + H(A). (21) 


我 们 称 (21) HA Q(t) 半 马 氏 过 程 的 向 前 方程 (组 ) . 

周知 , 马 氏 过 程 向 前 方程 导出 的 概率 方法 需要 任意 时 刻 1 前 
任意 状态 逗留 时 间 的 分 布 , 因 此 ,本 质 上 需要 过 程 在 任意 时 刻 上 的 
马 氏 性 质 ,但 半 马 过 程 只 在 跳跃 时 刻 具 有 马 氏 性 ,因此 ,用 概率 方 
法 导出 半 马 氏 过 程 的 向 前 方程 遇 到 了 本 质 的 困难 ,用 对 偶 定理 向 
前 方程 可 直接 由 向 后 方程 写 出 ,并 且 这 种 方法 超越 了 概率 论 的 范 
畴 ,具有 一 般 性 . 

Bil 对 密度 矩阵 为 @ 的 保守 马 氏 过 程 ,有 : 


0,(А) = pep # j),À > 0; 


hy(A) = rere > 0. 
H (20) 得 
Q,0) = is А > 0. 


再 由 定理 2, 立 得 向 前 方程 ， 
@; (À) = 


3090) Ae + TD i € EX 20. 
kx j i 


A+q А+ 
等 价 地 ， 
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例 1 说 明 , 对 Q 过 程 而 言 ,方程 (21) 即 为 0 过 程 的 向 前 方程 ， 
这 也 是 我 们 把 (21) 称 为 半 马 氏 过 程 的 向 前 方程 的 理由 之 一 . 
例 2 一 般 地 , 当 半 马 氏 和 矩阵 QU) 为 上 三 角 和 矩阵 时 ,用 向 前 
方程 求解 转移 概率 P,(1) (i,j € E) 较 之 用 向 后 方程 求解 要 容易 . 
设 半 马 氏 矩阵 : 
Qu(i) Q(t) Q(t): 
0 Qn(t) Qal) 
Oh) s 0 0 Q(t) 
为 上 三 角形 ,由 (20) 式 易 得 O(a) 亦 为 上 三 角 和 矩阵 ; 
QuO) 004) Pra) 
Š 0 Q4) QaQ)- 
A) = = 
ehe 0 0 Osa) 


由 (21) 得 向 前 方程 组 : 
тет $e 000,0) & Sh) 5j €; 
等 价 地 ， 


QQ) 1 i 2 
1 - Q,(Q) "ks G, (ay 2/0 0090) + 


EA) 
Е bh T 19,(A),i,j € E| 满足 的 递 推 关 系 式 . 


AAA), i,j€ E. 
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$3 正则 性 的 充 要 条 件 


定义 1 半 马 氏 过 程 X(1) = |X(1,w),t < т} 称 为 正则 的 ， 
若 对 每 个 i € EVA: 
P(r =+ œ | X(0) = i) = I. (1) 
定理 1 半 马 氏 过 程 X(1) = |X(1,w),t < r+| 为 正则 的 充分 
必要 条 件 是 对 每 个 i € E, HEX t > 0, 有 : 


22Р, O (2) 
或 等 价 地 ， 对 每 个 € 已 ,任意 > 0, 
aD plà) =1, (3) 


证 明 ”首先 ,(2) 5(3) 的 等 价 性 是 显然 的 . 
设 半 马 氏 过 程 XC) = {X(t,w),t < zl 正则 ,由 (1) 式 ,对 每 
^i€ ЕЕ Ж r > 09: 


SB) = ЭРО = jt < ті X(0) = i) = 
JEE j€ E 


P(t «cv1X(0) = i) = 1. 
这 得 证 (1.3.2) 的 必要 性 ,逆转 推理 可 推出 它 的 充分 性 . 
引入 两 个 记号 : 
I” :为 全 体 有 界 数列 
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4 :为 全 体 满足 > ， la, l< oo 的 实数 列 ， 
ac (ei E E e НЕ Я 
定理 2 若 0, 二 了 EL R(I-O(A))Y = (А) 2 0 
ШҮ 2 p(X)U, 从 而 ,如 果 方 程 
" = O (AJ) Ys 0,4 2-0, 


0, = Ye b 
uy 
‚О = U2 


只 有 零 解 , 则 Y = e(A) 了, 其中: 
uh (À) 
U(A) = E 
证 明 ”注意 到 U(A) z 0,, 方 程 (1 - QOO) y = U(A) 可 改 
写成 非 负 线性 方程 组 : 
y = 240.0) *uh(A) (i€ E). (5) 
于 是 由 定理 2 KERE RAR] 的 定理 3.3.2 知 Ф(А) О 
是 方程 (5) 的 最 小 非 负 解 ,所 以 有 : 
Y > Ф(А)0. (6) 
&:Z = 了 - ф(А)И. 
于 是 Z 满足 (4), 故 若 (4) RAF, M Z= 0, 即 了 = 
@(À)U. 
5|38 1 
ë, (A) = 210,0), »0,i € E; (7) 


ë @) = T= MD > Oi € Е; (8) 
WEB] ”对 任意 的 i€ E,A > 0, Hi: 


230,00 = >|" caq O) = 
j€ E JEE” 0- 


k po 
lio >], a00) = 


(4) 


"e k = 
lim |e *d( 7 Q,(1)) = | e*a&() = ба) 
keso j=l 0- 
最 后 一 等 式 由 次 分 布 函数 的 弱 收 敛 性 质 得 到 , 这 就 证 明了 
(7) ,再 由 Fubini 定理 


Ма | e*a -elii = 


元 -| esos = 
+ - [еа aec) = + - ah 6746) = 
La =C Є E,A > 0. 


(8) 式 得 证 ,这 就 证 明了 我 们 的 引 理 . 
定理 3 LARUE X(t) = 1X(t,w),t < т} 正则 的 充分 必 
要 条 件 是 方程 
oe > 0, (9) 
| =< Yel 
只 有 和 零 解 . 
证 明 RHEO) 只 有 和 零 解 , 则 由 (9) 只 有 零 解 和 定理 2 知 方 
程 


H = O(A))Y = AH(A)I,A > 0, 


булас Y =] 


(10) 


有 唯一 解 ,了 = AD(A) 1, {A | E 189(8) Ë a AIRE Y = 1398 
足 方程 (10) , LA AG(A)1 = 1, FAE, EGE (1) 是 
正则 的 .下 证 必要 性 , 设 半 马 氏 过 程 X(1) 是 正则 的 , 令 : 


&(A) = 1-A>)}9,(A) (i€ E,à > 0). 
JEE 
X, = 270, (A)X, + &h(A), iE E 
kc E 


的 最 小 非 负 解 , 于 是 由 侯 振 挺 、 郭 青峰 [1] 的 定理 3.3.2 知 
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IA 2,9, QC € Е, | 是 非 负 线性 方程 组 : 

ш X, = 240,01 + Ah (A),iC E 
的 最 小 非 负 解 ， CPES OETI 由 引 理 1 知 ,1& (4),i 
€ E| 是 方程 (9) 的 最 大 解 ， 得 由 假设 ， ‘ET RRS X(t) 是 正则 
的 , 故 由 定理 1 得 ， A 24e Q) = 1(i€ E,A > 0), В ë (А) = Ci 


€ E,A > 0), 所 以 (9) 5 只 有 零 解 . 

必要 性 得 证 ,这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

下 面 给 出 一 个 极 易 验证 的 充分 条 件 . 

定理 4 如果 半 马 氏 过 程 X(i) = 1X(t,w),t < cl 的 半 马 氏 
和 矩阵 满足 条 件 : 


B(A) A sup6, (А) = t k > 0, (11) 
则 它 是 正则 的 . 
证 明 ”我 们 来 证 明 方 程 (9) 只 有 零 解 , 事实 上 , 若 了 = 
yı 
为 (9) 的 解 , 即 有 : 


x2 


л = 20,005,.i € E. 
由 引 理 1 及 (11) 式 ,用 归纳 法 易 得 
y < (В(А))",п = L2,-A»0,i € E. 
4 п» ®, (11) X y, 的 非 负 性 ,得 
y 20,i € E. 

这 就 证 明了 (9) 只 有 和 零 解 ,再 由 定理 3 立 得 我 们 的 定理 . 

X1 状态 空间 有 限 的 半 马 氏 过 程 是 正则 的 . 

证 明 H i (B): G (0) < 1,i € E, Я G.(1) 的 
Lebesgse-Stieltjes 变换 C, (A) < 1,i € E(A > 0), НК 25 [8] Е 
ARI BCA) = зир, (A) <1,(A > 0), 由 定理 4 立 得 本 系 . 
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§4 补充 与 注 记 


本 章 内 容 由 侯 振 挺 \ 刘 国 欣 、 囊 成 桂 和 周 飞 完成 . 
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]H 半 马 尔 可 夫 过 程 的 第 一 次 到 达 
时 间 的 分 布 ` 矩 及 状态 分 类 


§1 AREA AWD AME 


设 X(1) 是 半 马 氏 过 程 ,r(w) Ж X(-,w) 的 第 n 次 跳跃 时 
刻 , 令 
O (w) = т,.1(0) - c, (v), (n > 0) 
为 第 次 跳跃 到 某 状 态 的 逗留 时 间 . 
引 理 1 
P(0, < 1,0 < 5°81 < 1,1 1 
Х(0) = i, Х(т) = i» 


XQ i) m ig Xx) = i) = Цаа). (1) 
特别 地 ， 
Р(0,_; = 
t | X(z,4) = i, X(e,) = j) = GOD (2) 
P(0,, «t1 Alna) = i) = G1). (3) 


(i,j € E) HoH eG) = Qp (i,j € Е,0,(%) = 0) 


引 理 1 的 证 明 参 见 文献 Koporok В C and Туроин А Х[1]. 
设 Fa) = 1,2) 是 定义 在 (- o, + o) 上 的 非 负 不 减 右 连 
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续 函 数 ,对 ! < OF R(t) = 0;,(4 = 1,2), El: 


F(*) = limF,(t) < 1(i = 1,2) (4) 
"I | ear co. G = tipo Dub) (5) 
BRA,HHEWFR, HA z 5,5: 
a, (o) - 
agnos d, « t(w),X(t,w) € A), (6) 
o , 若 括 号 中 集合 为 空 集 
olw), W olw) < ou Co); 
galw) = ees (7) 


sa (i) = P(yo,(w) € tyy o4(w) = 7,(w) | X(0) = i) 
Ca 12,5) (8) 


afa (t) = P(yo,(w) < t| X(0) = i) (9) 
ie (А) = | ede? о), > 0 (10) 
md) = [еа Со), ба > 0) (11) 
amin?) = | Ра (1) (р = 0,1) (12) 
„%@ = L Ра уь 2071) (13) 
uf a = nu (0) = 
нт) = P(,a,(e) < œ | Х(0) = i) (14) 
引 理 2 
P(X(r,) = 


JXl) ë A Ú Hyl < $: < nd 1,X(e,) € Á; 
Tart < t | X(0) = i) = 


[APC - udg), jE E, (15) 
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ШЕН 40,0%) = ОВ, (15) 显然 成 立 , 因 为 这 时 它 的 左右 
两 边 都 等 于 零 , 当 Q, 关 0 时 ,由 引 理 1 及 侯 振 挺 、 郭 青峰 [1] 的 引 理 
9.3.2 以 及 过 程 关 于 跳跃 时 刻 的 马 氏 性 ,得 : 

Р(Х(т,) = j,X(z,) e АО B; < s< r + L, 

X( tari) € Asta < t | X(0) = i) = 

Р,Р(Х(т,) g AU H,1 <v < n + 1,X(r,.) € A, 

(za ti +r < t| X(0) = ;,X(x,) = j) = 


P| Р(Х(т) e AUH, 
1I«v«n«l,X(r4) € A, 


Ты - Tı < t- u | X(0) = 
i,X(r,) = Ј)аР(т < u | X(0) = i,X(r)) = j) 


р, Р(Х(т,) € A U H,0 € BS n,X(r,) € A, 
т. tu | X(0) = NAG (и) = 


| РС, <t-u,n4 = Ta) | X(0) = j)dQ, (u) 


I 


N P(t - и)а0, (и). 


于 是 引 理 得 证 . 
33:3 , AP (0 由 下 列 递 推 公式 唯一 决定 : 


fa (t) = DG), i € E, 
JEA 


fet o): 3. fu (t - u)dQ,(u),n > Li€E 
(16) 
WEAR 由 (8) 得 : 
007) = Р( ко, = 1,н04 = Ti | X(0) = i) 
Р(Х(т) Є A,r, < t | X(0) = i) = 


+: 228. + 


DPX) = jt, = t | Х(0) = i) = 


j€a 
2 0,(0.i € E. 
JEA 
由 引 理 2 49: 
fa’? (n) = Р(,04 xt, 
Юа = Tan | X(0) = i) = 
Р(Х(т,) g AU H,0 < ç < n+1,X(r,.) € A, 
Tat < t | X(0) = i) = 


»P(X(n)52j, 


je AUH 
Xlr) «АЦ Н,1 <о<п+1, 
X( Tas) E A, tua xt | X(0) = i) = 
>P ds O(:— 4)dQ,;(u).n >1,i € E 
je AU 
于 是 引 理 得 证 . 
引 理 4 „фи (A) 由 下 列 递 推 公式 唯一 决定 : 
wou (А) = 210,0). € E, 
à | e 


ee) == Aug Oe Q), nzli€E 


证 明 对 (16) 黄 端 同时 ЖХ Laplace-Stieltjes 变换 即 得 . 
5] #5 miu" 由 下 列 递 推 公式 唯一 决定 : 


an?) = Хи € E 


| (18) 
Quen 2:6 Хун? a myer” п.е E 


i=0 je AU 


其 中 
ug? = | eag) 
证 明 
wm? = [rauco = 
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Sl. 40,01) = 245 te 5 
得 由 引 理 З ЛЕТЕ BEELI] 的 引 理 9.3.4, 得 : 
und = | fau P) 


J.*d. A/S - 0490600 = 
24 EMO e mro? ae КУ 


于 是 引 理 得 证 . 

引 理 3 
falt) = У), APO). (19) 
walt) = УРО). (20) 
ят! = У) nth. (21) 


证 明 ”由 (8) ~ (13) 立 得 我 们 的 引 理 . 
定理 1 | ;pa(4),i € E| 是 拟 规格 方程 : 


= J QAX + 50 Qy, € F (22) 
je AUH JEA 


的 最 小 非 负 解 . 
WEB] ”由 (20), 引 理 4 及 侯 振 挺 、 郭 青峰 [1] 的 系 3.2.3 立 得 
我 们 的 定理 . 
定理 2 [fa ,i € E| 是 拟 规 格 方程 : 
X, = 2 PX + УЈР;,іЄ Е (23) 
j j€4 


je AUH 


的 最 小 非 负 解 . 
证 明 ”本 定理 为 定理 1 在 A = 0 下 的 特例 . 
定理 3 对 于 p = 1， t i € E| 是 第 一 型 面 壹 方程 
= >; P, X; + 
je AUH 
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S^ o >, Ge amg” + Sul aa EE (24) 


(rds j€4 
的 最 小 非 负 解 . 
证 明 (21), 5| EE S 以 及 侯 振 挺 \ 郭 青峰 [1] 的 系 3.2.3 立 
得 我 们 的 定理 . 
定理 4 d: 
т) < cyFi,,i € Е (25) 
H 
up = nel? i,j © Е,1 = 1,2,3,--p, (26) 
其 Hy Fis = C 21 pafa + 25)ln i Є Eg = 
f act) >0,i € E,W: 


mP? < ple sFi.p > Li Є E. (27) 
证 明 由 (25) 知 (27) XF p = 1. 
假设 p - 1 已 真 , 即 : 
ит? < (р -le hi ps 1,i € Е. (28) 
semana. € E| EB- MAENE. 
= 24 Ps + uFi Є Е 


的 最 小 非 负 解 ， 于 是 由 侯 振 托 、 郭 青峰 [1] WA 3.2.3 81, X; (i 
€ E) 是 第 一 
= 2n plc" yk i € E. 
的 最 小 非 负 解 , 则 : 
X; = ple ma i € E 
Ln ma x CyF à 18: 
X; < р\с,Ға,іЄ Е (29) 
НЕР ЗЯ, (т, € E| 95—077: 


р 
p l t) (р-1) (р) >; 
= 2, PX, + 216, үн нт + Dey LEE 
je AUR tzl je AUH j€4 


=: 931 4 


最 小 非 负 解 , 然 由 (28) 及 (26) 得 : 


p 
Ket не 0) (p-l) NW ee __ 
2405 2, He mi + Z4 = 

H 


1-1 je AU j€ А 
pol 

LES * IUD (р-1-1) 2 (p) 
> Hy НТА + 245 
1-0 Je AUH 
р-1 
N V pl 


) 
16 [ii 24 (L+ Dp „т? + 2m "T am 


2937 Quom + Duy”) = 
J 


(р-1) 


Hipym А asd gFa,i€ E. 
TE H DEBE AB ЕЕ 1] 的 定理 3.3.1 Hl: 
md =X O € Е. 
H (29) K ESR, (27) 对 p 亦 真 ,于 是 由 归纳 法 (27) 真 ,定理 
证 毕 . 


系 1 ЖЯ: 
0;(:) = P,G,(1),i,j € E, (30) 
E. 
wm? < cfai Є Е; (31) 
pP < ре? ¿€ E,l 22, (32) 
则 
gm p)a < plcifa p > l,i € Е; (33) 


证 明 ”本 系 为 定理 4 的 特例 , 4 (30) 成 立时 , 定理 4 中 
89, Fa 变 为 ; fa 即 得 (26) ,所 以 (33) 真 , 这 就 证 明了 系 1. 


特别 地 ,车 Q(t) = rx -e)(20),i x j; Qu(x) = 0, 


即 半 马 氏 过 程 化 为 0 -矩阵 为 (gj ,i,jE€ E)(q; =- q.i € E) № 
马 氏 过 程 , 则 (32) 自动 满足 ,因而 只 需 (31) 成 立 则 有 (33) ,这 就 是 
侯 振 挺 、 郭 青峰 [1] 的 定理 9.3.4. 
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$2. 状态 分 类 与 正常 返 判别 准则 


由 于 半 马 氏 过 程 具有 嵌入 链 ,我 们 对 保守 半 马 氏 过 程 的 状态 
分 类 是 利用 艇 和 人 链 进 行 的 ,需要 指出 的 是 ,在 下 面 的 定义 中 ,关于 
吸收 态 的 定义 方式 与 文献 Kopook B С and Туроин A X[ 1] 在 形式 
上 有 所 不 同 . 
定义 1 状态 i 称 为 : 
1) 瞬时 的 ,车 
0, 2:10; 
GAA) = M t>0. 
2) 正规 的 (稳定 的 ), 若 С,(0) < 1. 
3) 吸收 的 ,车 P; = Q,(%) =0 (is j). 
TEARS i TERY UF i j, 0; (2) = 0, 而 Q(t) TAR 
SHEA F (0, ©) 的 任意 非 退 化 分 布 函数 . 
定义 2 RS i 与 j 称 为 互通 的 ,车 
Fafe >, 
称 状态 i AEN Af, = 1, 否 则 称 为 非常 返 的 , 常 返 状态 i 称 为 
正常 返 的 , 若 m, < © , 称 为 零 常 返 的 , 若 m, = om , 易 见 ,互通 性 在 
怀 中 产生 的 等 价 关 系 与 苦 入 链 是 一 致 的 , 常 返 状 态 的 定义 也 与 嵌 
人 链 一 致 ,因此 ,关于 状态 的 分 类 及 常 返 状 态 的 判别 可 通过 艇 入 链 
来 研究 ,正常 返 的 判别 本 质 上 依赖 于 半 马 氏 和 矩阵 ,在 一 些 特殊 的 情 
况 下 ,利用 上 节 的 结果 可 把 所 (i € E) Al m,(i € E) 实际 计算 出 
来 ,以 判定 状态 ili € E) 是 否 常 返 和 正常 返 ,关于 此 ,不 拟 述 及 ， 
下 面 定 理 1 将 给 出 一 个 “正常 返 判别 准则 ”. 
设 sEE, 令 
D(s) = (1:51) \ {5}, (1) 
其 中 “s — i" 表示 自 状态 s 可 达 状 态 i. 
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引 理 1 di sjÉlX(t,0),t < rlw)| 的 常 返 状 态 , 则 ji 
€ D(s)| ES- MAEHE: 


Y = >) PX + » pic DCs) (2) 
jE DG) JE DGOU hs! 
的 最 小 非 负 解 , 且 : 
m, = 2) Pym, + 2) шщ. (3) 
jE D( s) j€ D(s)U [sl 
WA P s XL 0), 2 < rlo)! 的 常 返 态 , 故 
f; =+ (4) 
H (4) ,定理 1.2 和 由 侯 振 挺 、 郭 青峰 [1] 的 定理 5.6.2: 
fi =1 GE D(s)). (5) 


HH (4) (5) E 2.1.3 以 及 侯 振 挺 、 郭 青峰 [1] 8938 3.4.1 37. 
得 我 们 的 引 理 . 

定理 1 As 是 半 马 氏 过 程 1XY(t,wo),: < rlo)! 的 常 返 状 
SN s 是 其 正常 返 状 态 的 充 要 条 件 是 方程 


jE Ds) JE D(s) UIs! 
有 满足 条 件 
2, P < = 
j€ DG) 


非 负 解 和 (IE D(s)). 
证 明 由 引 理 1 及 侯 振 挺 、 郭 青峰 [1] 的 系 3.3.2 立 得 我 们 的 
定理 . 


§3 ”补充 与 注 记 


本 章 内 容 由 侯 振 挺 \ 刘 国 欣 、 囊 成 桂 和 周 飞 完 成 . 
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15 半 马 尔 可 夫 过 程 的 积分 型 
iz UR AY Th FB 


Wt 4 是 五 的 子 集 ( 可 以 是 空 的 , 当 它 是 空 集 时 可 以 从 记号 中 省 
去 ), 令 : 
t‘(w) = 
oe < t < tlw), X(t,w) € 4), 若 括号 中 集合 不 空 ; 
r(w)， 否则 . 


(1) 
тА = min(r(w),rt(w)). 
i V(i)(; € E) жЕ E3ESUE (RC A 
filo) = [| * VOU, „Уй, (2) 
0 
ro) 
E(w) = L ОХО m dt;n = 12, (3) 
AE € (o) AEP (о) (п = 1,2,…) 是 随机 变量 及 以 概率 1 有 
E(w) Elo) (nto). (4) 


关于 积分 型 泛 函 &(w)( 引 入 & 的 主要 目的 是 为 了 研究 

&(o)) 的 分 布 和 甜 的 研究 始 于 王 梓 坤 [3], 他 对 生 灭 过 程 完全 解 

RT £o) 的 分 布 和 矩 的 计算 问题 . 继而 吴 立 德 [1] 和 杨 向 群 
e 235. * 


13] ,分 别 对 较 一 般 和 一 般 齐 次 可 列 马尔 可 夫 过 程 研 究 了 这 个 问 
1 PAE . 郭 青峰 [1] 在 他 们 工作 的 基础 上 对 齐 次 可 列 马尔 可 夫 
过 程 完 全 解决 了 & (о) 的 分 布 和 和 矩 的 计算 问题 ,本 文 讨论 半 马 氏 
过 程 的 £, 的 分 布 和 和 矩 的 计算 问题 ,所 采用 的 主要 方法 是 “最 小 非 
负 解 方法 ”. 

在 $2 中 ,我 们 研究 EP HE (Co) 的 分 布 矩 的 计算 问题 ,得 到 
EP AE, (o) 的 分 布 的 Laplace-Stietjes 变换 和 和 矩 的 递 推 公式 ,证 明 
T & (w) 的 分 布 的 Laplace-Stietjes 变换 和 p 阶 矩 是 某 一 非 负 线性 
方程 组 的 最 小 非 负 解 . 

在 $3 中 ,我 们 引入 了 与 名 (w) FARA ERNIE РЯ: 


£z (o) 
E,(w) = ES VC x, 4(o)) Cru Co) = ri(w)). 


并 讨论 了 z, ШР ЖИЕН, 的 分 布 和 矩 之 间 的 关系 ,从 而 可 
借助 马 氏 链 来 研究 半 马 氏 过 程 积分 型 泛 函 的 性 质 . 


$2 FEY ME, 的 分 布 与 矩 的 计算 


A 

X 
FO (1) = P(E (9) < 11 XO) = i), (1) 
F(t) = P(&(w) < 1 X(0) = i), (2) 
oP (A) = [f erarp o) E = 0), (3) 
"NOUIS | e*ar co (à > 0), (4) 
Ф (А) 21- e (А), (5) 
ia (A) 一 l- galà), (6) 
Ty? = ELE? (9))? 1 X(0) = il, (7) 
T? = E\[&(w)]? 1 X(0) = il, (8) 
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H iC Е,р = 0,1,… 显然 
que mme a, (9) 
所 以 今后 约定 p = 1,2,… 
有 时 把 T3 记 为 Tu ,上 面 已 说 过 ,如 А = gp, 则 诸 记 号 中 的 4 
可 以 略 去 ,如 Ту = TU. 
由 (4) 得 
44 (A) A galà) (nto), (10) 
TIPAT (fe). (11) 
95H81 yp (A) 由 次 之 递 推 公 式 唯 一 决定 : 
g(a) =0 (¿€ E), 
pa (A) = 298 Q0, QYG) +1- P,(AV(i))$ (12) 


(п> 0,: € Реј 
证 明 ”由 于 (5), 只 需 证 明 et? (A) 满足 次 之 递 推 公式 : 
gy (A) =0 (i€ E), 


94^) = 240,0 (D) + Dip? Q)0,QVG)) (13) 
(n>0,i€ E). 
Sb, oY (A) = 1, 显 然 ,而 由 (3) 和 (1) A: 


E (a) = pq V(X(t,@))dt <t | X(0) = i) = 
pf V(X(1,0))dt < t,r*(w) < тү() | X(0) = i) + 
Saa V(X(t,w))dt < 2,т (о) > t(»)1X(0 = i) = 


> V(X(t,w))dt < t,X(r,) = j1 X(0) = i) + 


Sp "у(х, Yap 5X() = j1X() = i) = 


je A 
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2> P(V(i)r,i(e) < t,X(z,) = ja X(0) = i) + 
j€ А 

ne; (a) ff sta) 

SP VAG, о) + [7 vOrG a) si 


fet v€ | 


X(ri) = y | X(0) = i) = 
IQ; VGD)) + ES pq V(X(t,w))dt < t-u 
j€4 je A 0- n 


| X(6) 2.7, X(0) = дарс" V(X(1,2))dt е а 
X(r,) = 7 | Х(0) = i) = 


SIQ (t/V(i)) + x] p|” ОСЕ о а речи 
jEA jearo- 0 

| X(0) = j)dQ,(u/V(i)) = 

2 Ш FQ? (1 — u)dQ,;(u/V(i)) + PACON 


(nz0,i € E). (14) 

上 式 中 倒数 第 三 个 等 号 是 由 于 半 马 氏 过 程 关于 跳跃 时 刻 z 的 马 
氏 性 质 ;倒数 第 二 个 等 号 由 于 半 马 氏 过 程 的 齐 次 性 质 .对 (14) 两 
端 同时 取 Laplace-Stieltjes 变换 即 得 (13) 的 第 二 式 , 于 是 (13) 得 证 ， 
这 就 证 明了 我 们 的 引 理 . 

引 理 2 。 7%” 由 次 之 递 推 公 式 唯一 决定 : 

T4? = (V(i))” (i € E), 

Ton E SOS (VG) рото + DVO 


1-0 j€4 
(i € E,n z0). 
(15) 


其 中 Ag = E PdQ,(1),i,j € Е,и = | еар), € E 


WEAR Т” = (V(i))?’e\? (i € E) 显然 ,由 引 理 1 证 明 中 
(14) 与 侯 振 挺 、 郭 青峰 [1] 的 引 理 9.3.4, 得 : 
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HEUS | РИЙ] = 
-0 
| rd Е (1 – u)dQ,(ulV(i)) + 
— 0 je ” 
Je б idii 


>| raguva) = 
J€ Ay 0- 


SES (VG) ure + SVG). 
1-0 je4 j€A 
对 n 20,01€ Е, TENS) 真 , 引 理 得 证 . 
定理 1 |a (A), i € E| 是 规格 方程 
X, = 20 (V(i)2)X +1- CAv(i)),(i€E Е) (16) 
JEA 
的 最 小 非 负 解 
证 明 ”由 引 理 1 和 修 振 挺 、 郭 青峰 [1] 的 定理 3.2.1 立 得 我 们 
的 定理 . 
定理 2 对 p > 1,171 i € | 是 第 一 型 固 壹 方程 


X, = SPH + USE) Pry + 

jeA jeA 1=1 
DVD) (i € E) (17) 
Є А 


的 最 小 非 负 解 ， 
证 明 ”由 (11), 引 理 2 以 及 侯 振 挺 . 郭 青峰 [1] 的 系 3.2.2 立 
得 我 们 的 定理 . 


定理 3 # 
T <C<+0 (i€ E), (18) 
H 
pi? < bagel ,i,j € E,l = 2,3-p (19) 
则 
T? = р\С,р>1,іЄ E. (20) 


WEB] 由 (18) 知 (20) ўр = ІЙ. 
Biz p - 1 已 真 , 即 
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Te = ip = We е E: (21) 
由 定理 2 知 | Ta i € E| 是 第 一 型 面 壹 方程 
ape ЭРА + VD i € E 


的 最 小 非 负 解 ,于 是 由 侯 振 插 、 郭 青峰 [] 的 系 3.3.3 Al, X; Ci 
€ E) 是 第 一 型 面 壹 方程 
X, = 2jP;X, + p!C Vi), i € E 


的 最 小 非 负 解 , 则 
Xt = рб чт, GED. 
FH Ta < C < х f: 
X; < phe”. (22) 
ШЖ И 2 AI TE ,i € E| 是 第 一 型 轿 壹 方程 


= > P;X; + EX COG) S DE? + 
Soy, ¿€ E 
的 最 小 非 负 解 ， 然后 由 (21) 与 (19) 得 : 
5с OQ) PET + 2,06 Yu = 


ЈА lel 

p-l 

2222 0! CVG)) are zt 
1=0 jgA 

SGN? < 

j€4 


VETT Tu FG +A) gre EP 
к Vi) pug” = 

Du S Dc ys 4 
ZGD ur D) = 
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pV i) eT’ < рі СУ), € E. 
РЕ ТШЕ) 的 定理 3.3.1 Ж 
D" 2k, bez. 
H (22) 及 上 式 知 , (20) 对 p 亦 真 ,于 是 由 归纳 法 (20) 真 ,定理 证 
毕 . 
ik ”对 0 过 程 而 言 (19) 自动 满足 ,从 而 只 需 (18) 成 立 则 有 
(20). 


$3 € 8941353048 5; 6, 的 分 布 和 矩 的 关系 


A 


令 

X,(w) = X(t, (w), w), (1) 

Alo) = үс € Anz 1), 老 括号 中 集合 不 空 ;7) 
о, 否则 . 

ri(w) = min(n,z^(»)), (3) 
(в) 


ë” (e) = > VOX a (@)) (n (9) - ri(w))(w), (4) 


Filo) 


Bluja SPEA] rala), (5) 
k=1 

Ros) = P(Ë% (o) t | X(0) = i), (6) 

Falt) = P(&,(w) < t X(0) = i), (7) 

PPA) = | ена а), (8) 

Gu (À) = | e*aF CQ), (9) 

‘TY = ELLE Co) 1 X(0) = il(p = 0,1,---). (10) 
定理 1 $ 


“© 24] * 


F4(9) = limFy(t), ¿€ E, (11) 


Fa (e) = тй, (0), іЄ Е. (12) 
AMMAN i,j € E.A > 04: 
QjGVG)) > Pe "^, (13) 
则 
Е. (%) > Ё.(%). (14) 
WERA (3.2.13) Я: 
ga (А) =1 (i€ E), 
gu? (A) = 2. (v(D2)9 (A) * 20:00004) (a20,i€ id. 
(15) 


而 由 候 振 挺 、 郭 青峰 [1] 的 定理 6.7.1 Hl 
e9(A)21 (i€ E), 
ea (x) = S Per on (3) + > ctm (16) 
jeA j€4 
(п> 0,:Є E). 
H1 (15), (16) 以 及 (13) Al: 


Фа(А) = @ (À) (i € Е,А > 0), (17) 
从 而 
Ел(®) > Ё, (ә) i€ E. (18) 
于 是 定理 得 证 . 
Rl 4 Q,(=) = P,G(x),i,j € E,WXHEA > 0. 
OVG)A) > Pe i46 E. (19) 
进而 有 
Fí(9)mF4(-), i€ E. (20) 


证 明 ”注意 到 Q,Cx) = P,G,(x),i,j € E, H Jensen 不 等 式 
即 得 (19) ,再 由 定理 1 得 (20) . 
定理 2 шж 
Pu < pip < eps? i,j € Е.1=1= р. (21) 
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则 


TU ТР GE (22) 
证 明 ”由 定理 2.2 E SRE ЖЕТШ [1] 的 定理 6.7.4 Hl: 
Ti = TU, i € E. (23) 
于 是 定理 对 p = 13. 
假设 定理 对 I = 1,2,…p - 1 已 真 , 即 有 : 
Pe ert cuit, i€ Е,1 = 1,---р-1. (24) 


下 证 定理 对 p 亦 真 , 易 知 ,| TY i € E| BME 
X = 2PX; + SV) ey УТ? x 
= je4 
(Ол, >Р, а 


的 最 小 非 负 解 ， 于 是 由 (24) 的 前 半 部 分 , (21) 的 前 半 部 分 以 及 定 
理 2.2 得 : 


(A) 


TP < PO LEE. (26) 
H es = С! ,得 : 
(A -1) a š 1 РР 
КОТ < ОССО н DP Te + 
1-1 j€4 
JEA 


FEIT? ,i E E| RRE- MAENE 
(A) 
X; = ХУРД, +p!V(i)y, Te? ¿€ Е (28) 
jEA 
的 最 小 非 负 解 , 则 由 (3.3.27) 知 : 
(A) (V) 
БЇТ s TÜ ¿€ Е. (29) 
H (24) 的 后 半 部 分 ,得 
(A) 
рі У) Т? 2 p!V(i) pT?” ¿€ E, (30) 


而 由 (21) 的 后 半 部 分 ,得 : 
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c 4 
JeA 1-1 


Р — Р ( 
2,2, GUVG))pU Tur? # SVG!” = 
j€ 4 


p 
2:12 UG pa” + SOY" = 


PVC) aD) SC О pled a 
DV ag) = э л. G31) 


上 式 中 最 后 一 一 等 式 由 定理 2.2 得 到 ,于 是 ,上 (30) 和 (31) 得 
DEAN? + HV < 


р) T E”, iE E. (32) 
АЕН (32) , (28) ass 218 
TO > TP ¿€ Е. (33) 


H (29) 和 (33) 立 得 (22) 的 后 半 部 分 对 р H Ж (26) (i 
证 明了 定理 对 p 亦 真 ,由 归纳 法 知 定理 确 真 ,证 毕 . 
#2 如果 
Pui < ру < шу Ui, € E,1 < 1 < p. 
则 对 任 一 状态 i € EJ 
TD o 
的 充 要 条 件 是 
TD c 
证 明 ”由 定理 2 立 得 本 系 . 
系 3 WRO,(x) = P,G,(x),i,j € EA 
Bp < duy ijeBlelep, 
则 + < TO р! РЄ Е. 
WEB] 由 Q(x) = P,G,(x),i,j € E № Jensen 不等式 立 得 
(21) 的 前 半 部 分 ,于 是 由 定理 2 立 得 本 系 . 
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§4 ”补充 与 注 记 


本 章 内 容 由 侯 振 挺 、 刘 国 欣 、. 袁 成 桂 和 周 飞 完 成 . 
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16 半 马 尔 可 夫 生 灭 过 程 


$1 半 马 氏 生 灭 过 程 的 定义 、 数 字 特 征 及 其 概率 意义 


生 灭 过 程 是 一 种 特殊 的 、 重 要 的 马 氏 过 程 ,在 自然 科学 和 许多 
实际 问题 中 有 着 广泛 的 具体 应 用 . 生 灭 过 程 有 着 自身 的 两 大 特点 : 
首先 ,逗留 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,其 次 是 单 生 灭 .如 同 把 马 氏 过 程 
推广 到 半 马 氏 过 程 那样 ,放弃 逗留 时 间 服 从 负 指 数 分 布 ,现在 我 们 
将 生 灭 过 程 推广 到 半 马 氏 生 灭 过 程 . 

定义 1 W(0,Z P) 是 一 概率 空间 ,XX = |X(t,w), 0st < 
т} 是 定义 在 (2 Z P) 上 的 半 马 氏 过 程 ,其 半 马 氏 和 矩阵 为 0(1) = 
(Q,;(1))3i,7 € = 10,1,2,…|, 设 是 的 n 次 跳跃 点 , 记 X 的 
BEREH X = |X(t,(w),w),n 宇 0|, 称 下 为 半 马 氏 生 灭 过 程 ,车 
人 满足 

(i) X 的 转移 概率 矩阵 P = (P,),i,j € EWE 

0, G@ij-il> Rj = i; 
Pi = {а, ј=і-1 (i>0); 
В. Jarri Coed). 
其 中 a = 0,bo = 1,34 i > OBf, a; > 0,5; > 0,В a; + b, = 1. 

(ii) 了 在 状态 i ШЕ FA AY Td AR A BLE Rt о, 的 分 布 , 即 А, (2) 
= P(v; < 1), 并 设 存在 : > 0, 184% A (1) > 0, BURA i 不 为 吸收 
态 , 的 数学 期 望 记 为 E(u,)(E(u,) 可 为 œ). 
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我 们 引进 如 下 记号 
A E(u, ) Ne аа, "a, ,E( Uii) 


ATUM TA Bib bua 
R= 55 m (2) 
1-0 
E(v,) = bib, bir El Vinen) 
S , » а@ 31" а; ш 
S = Si ei, (4) 
i=l 
= 0; Z, -1.5 BETA ;Z= linZ,. (5) 
"A е t» 0; X(t, ij = nn) ,如 右 方 集合 非 空 ; (6) 
и 否则 . 
](®) = limp (ә). (7) 


Bl 7, (о) 表示 半 马 氏 生 灭 过 程 首 达 状 态 n 的 时 刻 ,n(w) 即 为 第 
一 个 飞 牙 点 .以 下 我 们 约定 :0, 表示 推移 算 子 , Р, 表示 在 X(0) = i 


时 的 条 件 概 率 .E, 为 对 应 的 数学 期 望 , 当 > nht, >) = 0. 
Wd; = Ер, AM d Ex Bi 出 发 首 达 ; + 1 所 需 的 平均 时 


Їн]. 
定理 1 
m, = Ера, R = Ky. 
证 明 т, 表示 第 一 个 跳跃 点 ,由 于 
Р,(т < t) = P(u t), 
从 而 
E = Егу = E(w). 
因此 


dy = Е, 7: = E( v) = E( vo )/bo. 
FAN, EA ya Hilo 一 代数 ,由 跳跃 链 的 强 马 氏 性 有 


(8) 


(9) 
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d, = En = E[E (Q4 | F, )] = 
ELE; (т — t + ri) | Е, | = ЕД Ev. 741 + Ev. (10) 
HIT Р,(Х(т) = 1-1) = а RE, = 0;48 
d, = Eu, + Ei in. (11) 


n-1 
Ел}, = ЕГУ (tein = т.:)] = 
л-1 
2, ELE. - Hi) | Nggal = 


п-1 
2 E, [E,(0, т.а) | Nya] = 
і=0 


n-l n-l 
SE Еа] = > Чг (12) 
і=0 і=0 
由 (11)、(12) 得 
d; = Ev; + a;(d;_; +:di). (13) 
解 (9)、(13) 得 


a,a;_,***a,E(v,) аа, a EC vo) RE 


Бу; bib; 771 bo is 


E(v,) - aja; ,*** a; ,E(u,_, 1) 
b, š: > bib, By ua Ta 


因此 m, 为 X 自 i 出 发 , 首 达 i + 1 的 平均 时 间 . 由 (12) 有 
E, 7, = >a = Уу. 
从 而 
E = limEon, = Хут = R. 
为 了 讨论 e; ,5 的 概率 意义 ,我 们 考虑 半 马 氏 过 程 XN, x 
= {x (1,9),t 2 01, ORAS E™ = 10,1,2,…,N| ,转移 概 


AB PE 
+ 248 + 


a; Ü p = Q 0 0 

P= ; (14) 
0 0 ayı O by, 
0 0 0 I 0 


其 中 
а * b; = L, ú; 50, b; 50 (i = 1,2,°-,N-1). 
定义 qi (o) 为 
7” (w) = inf(t : t > 0, x" (1,0) 
即 (e) 是 x” IK i ВОВ]. 
记 Pi? 为 x (0) = i ARBRE 为 对 应 的 数学 期 望 . 
定理 2 ШЕ = S. 
ШВ e” = Еу", 
Ше? 2X” Á ¿h 2. XU? 的 轨道 , 首 达 i – 1 的 平均 时 间 
ем? = Еу ул = Elvy). (16) 


i) (0zizN)(I5) 


i< NAY, 
e ECC" (SI ED )] £ 


E (u) + ЕГ? (Ew) i) = E(u,) + ЬЕ"). (17) 


X 

EP $^ = E^ LS af, "zi Оек = 

n-l 

P> ou [BET oia a = S da. 

k=0 
从 而 

Ei a = d dit ав 

HH (17) .(18) 得 

е? = E(u,) ү NS bibi ba СҮ 

Š a, 170 аа; ра, как 


249 - 


所 以 
lime,” = ё; (19) 

or Кы 
lim Ey" о" = lim >e," 


АЖ ЕЙ, е щл 为 反射 壁 时 ， A i BREKI -1 的 平均 


时 间 ， Dy” 是 自 出 发 首 达 0 的 平均 时 间 ， e, 是 当 oo ”为 反射 壁 


AY, A i 出 发 首 达 ; -1 的 时 间 ， S 是 当 “%” 为 反射 壁 时 , 自 “%” 出 
发 首 达 0 的 平均 时 间 . 

现在 讨论 Z, ,Z 的 概率 意义 ,定义 

P,(m,n) = P,(7, < h) (m < k < n Im > k > п) (21) 

(т) = Р,( < 7). 
因而 Р, (т,п) ÆA Е, ХАН, ERIK п 以 前 先 到 达 m 
的 概率 ,qi;(m) 是 自 大 出 发 沿 工 的 轨道 ,经 有 穷 多 次 跳跃 而 到 达 т 
NRE. ga (上) 是 自 上 出 发 ,离开 上 后 ,经 有 穷 多 次 跳跃 而 回 到 上 的 
概率 .显然 P;(m,n) 及 q,( m) thE SE X, 同样 事件 的 概率 , 因 
此 王 梓 坤 [3] $ 5.1 定理 3 对 半 马 氏 生 灭 过 程 也 成 立 , 从 而 我 们 有 
以 下 定理 . 

定理 3 (1) E m < k < п, Й] 


9 ж 9, (20) 


P,(m,n) = >, P,(m,n) = ZI ZI . & 
(ii) 
2, Mk > m; 
qi(m) = 41, ak < m; (23) 
a + b, Se E Mk = m. 
(“二 ” 记 为 1) 


(їн) 当 且 仅 当 Z = ® 时 ,嵌入 马 氏 链 的 一 切 状态 都 是 常 返 的 . 
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$2 向 上 的 积分 型 随机 泛 函 


(=) EX = 1X(t,0),t 20] 是 半 马 氏 生 灭 过 程 ,Y(i) 20, 
V(i)0,i€ E E E БАр, S 


£u) = I V(X(t,w))de. (1) 
E(w) = I" V(XCt1,o))dt. (2) 
F,, (x) = PE” = x) (k = n). (3) 
Ф. (А) = E,exp(- a£?) = 

[етая (a) (k < n). (4) 


基本 引 理 A HE HEARST, c(o) 为 首 达 4 的 时 
刻 , 妈 
d ae res : X(t,w) € A), 如 右 方 上 集 非 空 ; 
©, 其 他 . 
< 
АА) = Byesp(- af” VEXGS o 180), 


W AQ) = fu (A) 满足 差分 方程 组 
a, E( e? 9% 64) FA) d 
Ma (A) = 0, k e А; (5) 
f(A) = 1, k € A. 
证 明 ”以 8 表示 过 程 的 第 一 个 跳跃 点 , 它 是 停 时 ,8 -前 vc - 
代数 记 为 .元 令 
F(x) = Pi(B <x) = Е, (x), 


E,[ e ?9?] = N e" P Р(х) = Ee J. 
0 


» 25L.. 


UH k ë А 
f. CA): = E, exp( - al V(x,)d1) = 


Е, | Е, (exp(- af V(x,)dt) | SF) | = 
Е, (exp( — i V(x,)dt)E, (exp( - al Уба) | %)] = 


E, | exp( - ABV(k) )E« exp(- AD V(x,)dt)]. 


HT P,(X(8) = k +1) = b, P(X(B) = k - 1) = a Ai 
fila) = Е(е "95 ) [bf (A) + afia (A)], 
即 
a,E(e "98535 0) = KOA) ж ИЕ б? Ө) X) «0. 
k € AW, AF P,(c 20) = 1, f(A) = 1. 
定理 1 `A 二 0 时 ,一 切 оф, (A) Ck < n) MAF, MAZE 
列 差分 方程 组 的 唯一 解 
a,E(e 9^ piin lA) = pin lA) + 
b,E(e 7 уш (A) 20, Oc ken; (6) 
Ф„ (А) = 1. (7) 
因而 


(k+1) 
e.) sin < k < nda) = 8.(2)), (8) 
其 中 


д,(А) = 
-1 bE 0 Q- 55 0 0 
a, E, - 1 b, E, 0 sxs 0 
0 26 -1 bE ` 0 0 
: : : Р (9) 
0 0 0 0 -1 b,-2E,-2 
0 0 0 0 а. 4 E,.i -1 
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E, = Ele 5), i = 0,01),2,-n - 1. 
8, (A) ЕДАС (0,0, +++ 0, 0, )7 Ма, (a) 中 第 k(k = 1,2, 
<a n) 列 所 得 行列 式 . 为 证 明定 理 ,我 们 先 给 出 下 列 引 理 . 
引 理 1 车 行列 式 


一 ay (A) ap (A) 262 a, (A) 
D,(À) а ud = ax(À) see a>, (А) . (10) 
ал(А) ap) … -a,(A) 


满足 以 下 条 件 
(1) ag(A) > 0,a,,(A)>0 (Az Ж). 
(ii) FERR k, A > kA 
a (À) > 23902) < iin), СА) > > G, GA), 


jen 


Ba (Q) 对 》 ЖЮ, WEE C > 0,342 > k- CHA D(A) Ж 
等 于 0 且 与 (- 1)" 同 号 . 
证 明 ”不 难 用 归纳 法 得 此 结论 . 
定理 1 的 证 明 ”我 们 先 验 证 ô, (A) 满足 引 理 1 的 条 件 0 < k 
«n-1HBj, 
a, E( e "9? +) + b E(e Ae) = 
Ele 95) 21 (20). 
k= п- 18, 
a,E(e*" ) < E( e? 9» 4) ac 1 
因此 当 ) > 0 时 ,6,(4) 不 等 于 0 而 与 (- 1)" AS. 
在 基本 引 理 中 取 4 = |n} 即 得 (6) CD) ,因此 o 满足 (6) (7) ,再 
H 0, (A) 不 等 于 0 知 (6)、(7) 有 唯一 解 pra (A), BRO, lA) > 
0) 是 有 穷 的 . 


(=) 现在 来 求 e = k V(x,)d: 的 各 级 矩 . 令 


mj = ELS”) I12;5 
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(O<k<n-1); (11) 


mj = 0. (12) 
其 中 
і 
C» = y 2, СЕД Гат) + bmi] + 
i j=l 


1-1 
аа аал 


fixo 1b. bi a 

1 
> G O apla- m- mý ЧЕ, + bi. m- mid] 
j=l 


ED = (= 1) [E(e099)]9 |, 
证 明 “对 (6) (7) 中 两 边 对 А ЖЕЕ 次 得 


[1 
>) CHC e 9?» )9 ( agi? (A) 4 


bea) (A)) - e (A) = 0; (13) 
ФО (A) = 0. (14) 


在 上 述 方程 组 中 令 А = 0, 并 注意 到 т, = (- 1912 (0 8 


> oR 多 Lamia in + Ыт] ES т, = 0; (15) 


т? = 0. (16) 
HF EQ = E(e? 9*7) |, , = 1, 从 而 

ami), = то + bmi. + 

ck (Гато + bmt? ] = 0; (17) 

i=l 

т? = 0. (18) 
5 

me sm, = Со (Oei e лп), 

从 而 


n-! n-i 
(D ST mD ( 3 S 
ma, = ni = m ] = 556 (19) 
res 


= 2.4 in * 
由 (17) 40<k<nWt,@ 


i=k 
i 


a 1 
t) Uk oC) : ` pi E? (l-i) (4-1) 
Cy, = p, Ci "b b, Fa , Ci Ес) Гат la Т Ыт | = 
i=l 


akaki 


k-2 
р (1) аара 
„бо + 
bb, у" С > ытта Бу" 


a- l-i) 
2: E m-2 n + Daim à ] + 


7 m ` 


LY CRE Leumit? + bomi]. (20) 
k = 0 时 ( 记 m7), = 0),a, = 0,5 = 1. 由 (17)， 
- то) + mip + > ces mi? = 0. (21) 
H (20) (21) 有 


1 
1. E (l-i) Mii 
>с ЕШ [a,m i? in + bM krin 97 i 
1 


igli) (l-i) (t-i) 
po C; EG s) [ OG m1 m, a2 һ + by ua Mim ] 


k-m nie 
i=l 


ЖАНН: AME mi 可 以 通过 低 阶 矩 mU? (j = 1,2,4,1) 
表示 ,特别 当 1 = 1 
C = VE. es hb eh Eun. (20) 
从 而 СЇ) 5n Pl АК 6 
Ej) = E(V(k)o, e?" 9») |, ,. 


WR Elv) 存在 , 则 

Eu) = V(k)E(u,). (23) 
如 了 = 1, E(w) = б), gOD Q2). 0) 有 

m - E,5, = 
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=: i-i a-i 
( =) 现在 来 研究 Elw). 由 积分 单调 收敛 定理 
mi? = E,[(€(w))'] = lim my, . (24) 
5 
GP A lim Gi? = гуа Е [ати 3D mis" TF 
VN dida л? L CE 
ED ae e wed З |. IEG ， 
[ар „ат 9s ж b mia Is (25) 
以 下 我 们 假设 EK = 0,1,2,…,i = 1,2,…) 恒 有 界 且 大 于 零 . 
定理 3 (i) ту = 2j. (26) 


(ii) Ж ЕЧ) > 0(k = 0,1,2,…,i = 1,2,…) 恒 有 界 , 则 各 级 矩 
mU (k,l = 0,1,2,…) 同 为 无 穷 大 或 同 为 有 限 . 

证 明 (1) 可 由 (11) 及 (25) 得 到 . 

(ii) 的 证 明 ,由 条 件 我 们 有 3 M > 0,840 EQ) < МЕЦ”, 
(i), BATA m) > mi) zmPz-, 


2) Q) 
= ye e 
© 2 
айдан + bm? 14 
i j= 
ES eres c G iG; dio š 
人 x. m-l 
2 
2,6 A d m- nla, m- mesh + bi-m- mê? ]| = 


= 
Die ОГ атк) + bmi 1+ 


аала 0) 
ok m- ale; m-1 Mj_m-2 + b, m- umi VN TS 
o "i" i- i-m- 
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Yl 1 (2) S ad; 1 Qin (2) | 
p BO + 29 5b рыл СЕГЕ 


i-m-l 


(2mj" + MNG” = (2m + М) mi. 


(= 


因此 ,如 果 т < c.l] m? < e (Oz k < o). 
假设 тү” (k = 0,1,2,…) 有 界 , 即 3 M, 使 得 m <M, 
XD» п 
mi = У = 


i=k 


= (p) t-j) a-i) ааа һ 
КЗ Га >) Cie ет Ú + bmi ]+ Pu es P c y 


i=k 


iva (1- a- 
CEP „_ DL a m-l Т; 2 + bim- mee lhe 


j=l an 
i-l 
и>; > (j-1) 0-р t-j) > GjG;-\"""Gi-m | 
И CiEG; [amis + bmi) £6 bibis bi-m-1 


iysG- D (1-3) (t-j) 
5301723 pLa;- њо та + bj ami ]} = 
= 


1 ; = >: 
MY, Е Гат? + bmi 14 
- ааа .,'** dj s СА 
т=0 Бут b, -m-l j= uj + = 
La, -m- T ср 2 + bi ua mia? a 


MYC? + МУ {FKL amt + bmt? Ja 
ї= i= 


—— C E) m=1). ° 


аф ца „ 


Lb ob ss Ee mo diem i mitia + Вата] < 


IMmi + Mm? < œ. 
如 то? = œ, H(i) 及 (25) f$ mi” = 
定理 4 若 E(v,)(k = Gl 
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大 三 0, 有 
(i) RE P,(£(o) = ©) = 1K, (€) = >С = ә; 


(ii) MA Р,(2(0) < =) = 19K (£) = DIG? < œ. 
4 (ii) 成 立时 ,yA > 0 有 


9, (A) = Eye = lim er. (27) 
除 若 一 个 常数 因子 外 , 它 是 下 列 方程 组 的 唯一 非 平 凡 有 界 解 
a,E,g, ,(A) = @ (A) + bi Ep (A) = 0, (28) 


其 中 
E, = Ele "9s ). 
证 明 参考 张 健康 [1] $ 5.2 的 系 1 可 得 . 
推论 1 车 E(w ) 存 在 且 有 限 (n = 0,1,2,-), уко, К 
RA 7(w) 或 者 以 P, - 概率 1 有 限 ,或 者 以 P, - 概率 1 无 限 ,这 
两 种 可 能 分 别 取决 于 R< о В К = ©. 


$3 向 下 的 积分 型 随机 泛 函 


本 节 讨 论 半 马 氏 生 灭 过 程 的 积分 型 随机 泛 函 ,给 出 它 的 分 布 
的 拉 氏 变换 所 满足 的 差分 方程 ,同时 求 出 它们 的 解 . 

Y 7, (o) JR H SS nn 的 时 刻 ,V(i) > 0(V(i) #0). WE 
X fE E БАЈ, S 


@ ы i V(X(t,w))de. (1) 
F,,(x) = P,(& (o) = х) (ken). (2) 
eu) = Ej = | e*an.G) (ken) (93) 


n = 0 时 , 称 p(w) 为 灭绝 时 刻 . 
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定理 1 o (A) 满足 差分 方程 组 
a, E( e ^? уш CR EL 


ЬЕ(е go, (A) 20 (k > n), (4) 

Gua) = 1. (5) 
证 明 ”由 基本 引 理 取 4 = dn] 即 得 . 
现在 我 们 来 求 (4) (5) 的 解 . 


(i) 当 V(k)v = 0(k = 0,1,2,--) a.e.P. 
BRA E(w) = 0, 从 而 py, = 1 (k = n+l1,n+2,..…), 
此 时 | pi, (A)] 是 (4) (5) 的 解 . 
(ii) BD + OCk = 0,1,2,-)  a.e.P. 
为 了 求 (4)、(5) H, 3/4115 | BE — 1 AE Е REX 
= |x(t,w),t>0} ,满足 
X BERR PES x ABTA ping | P. | i. j € E.X fE 
状态 i 的 逗留 时 间 分 布 服从 随机 变量 v，= V(i)u, 的 分 布 . 
Mag Хр, X Hi- KERA Vi) 后 ,此 乘积 的 分 布 恰好 为 
X Wi -区 间 长 的 分 布 ,因此 ,对 的 飞跃 点 以 前 的 轨道 ,如 将 每 一 
i -区间 伸 长 (或 压缩 )V(i) 售后 ,可 以 看 成 在 飞跃 点 以 前 的 轨 
道 , 令 
SP (0) = 1t: X(t,w) = k,t < mlw)t, 
In (o) = inflt > 0,X(t,w) = nl. 
我 们 有 


hlo) = is V(X(t,w))dt = 


2D UD LOS (w)) = & (w), (6) 
Ж L(-) 表示 Lebesgue 测度 . 
H (6) Я, m, (o) = & (v) 5 Vin) 无 关 , 为 方便 ,我 们 不 妨 设 
V(n) = 1,4 
F,,(t) = Pih < t). (7) 
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q,, 0) = Ее = [san Co. (8) 
从 而 
Fa) = FO) esu) vu). (9) 
由 此 我 们 知道 ,对 工 的 所 AERA X р, 的 研究 . 
引 理 1 itr, WX WBA n - 区 间 的 长 ,rm Ez X ЖЕК 
离开 nn 后 首次 访问 n 所 需 时 间 , 则 有 
(1) Te ri sc, + r (k = 1,2,…) 分 别 是 独立 同 分 布 的 随机 变 
量 序列 . 
(ii) ту 5л, (,1 = 1,2,…) 相互 独立 . 

WEBB (i) Hc, = т, c (E = 1,2,…) 独立 同 分 布 知 ,zt 独 
立 同 分 布 , 设 A (о) 表示 X Mon - 区 间 跳 出 时 的 上 次 跳跃 点 , 令 
Sim = ft: X(t,w) = i,a,(w) < t < m(w)}. 

从 而 


= vo) ts). 
H LC SC?) 是 相互 独立 同 分 布 的 随机 变量 知 ,mr( 丰 = 1,2,…) 是 
独立 同 分 布 的 随机 变量 . 
同 理 可 证 T, + T; 独立 同 分 布 . 


Gi) Vk » 0,1» 0, Ht = rri = SVG)LG(S UR c, 
#=0 
与 s (i = 0,1,2,---) 相互 独立 知 , 志 与 i,(k,1 = 1,2,…) 相互 
独立 . 令 


k=] 


> eet Fe) + Baad (m = 1,2, 


从 而 
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Palt) = >) P,( En), (10) 
其 中 p, GO) 表示 了 的 转移 函数 


又 设 
Е. (1) s Р( єз), 
因此 
Е, (1) = aP, (T, < t) + byPasi (9, = t) = 
a,F, a. t)  b,F aut). (11) 
X 


Е. (t) = P(r, (4) = z) = P(u, = t) = F, (1). (4.4.12) 
由 引 理 1 有 т, + r, ВАО F; (1) 与 F, (0) 的 卷 积 , 记 作 


Е, (1), F (z) E F; is (х) B m KRE BUS (т, + 7) 的 分 
布 函数 .因此 І 
BE) = [| dF (x)dF, (а), (13) 


1+5 >t 
x <t 


H(10).(13) Ж Р, (Е,) = 1 - F, (t) 8 
pa (t) = 


1-8,0) + | ar Cx ah Go) = 


m-l 
x tmt 


1- FQ) + 2a - F, G - xar" G). (14) 
4 m=1 
pala) = [ep (Os F(A) = [eC F, Oar, 


(a) = |, e*aE (0), 9 Q) = | e*ar, CO. 


因此 有 
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р.(А) = F(A) + У Е(А) "(А)" (А). (15) 
m-l 
下 面 我 们 分 情况 讨论 (15) 


(1) о, #0 a.e.P. 由 (15) 得 
p, (A) ы F(A) 
ОЕ т чы 
又 由 (11) 得 
Ф, (А) = 
| ear, (2) = 0,9, 1, (A) ^ bg. uas (A). (17) 
FH (16) (17) 得 
p, (A) - F(a) 
nyn-ln A b, nein À >. о о о r E оо 8 
G,9, 14 (À) + bp as (А) TUER (18) 
由 于 e, (A) 可 由 $ 2 中 得 到 ,因此 (4) (5) (18) 可 唯一 求 出 £ 
的 分 布 的 Laplace 变换 g,, (А). 
特别 车 E(v,) 存在 ,这 时 F(A) 可 化 为 : 
(i) 4a = 0 时 
FQ) = [a - F, (1))dt = E(o,). 
(ii) 4A > 0 时 


FQ) = | e*a - F, (1))d = 


J, [e aar, (з) = (1 - 9,,(a)). 
由 于 
lim t - Ф, )) = E), 
所 以 
Fl) = 0 , (А) Q >0. 
t 262 + 


(约定 4 = ОМ, EC - e, (А)) = EG) 
这 时 (18) 化 为 
p, CA) -iü = p, (A)) 


-ln A b, n*ln À = = 
an Pn (A) + Ф, (А) pa (A)p, (A) 


ii b, = 0,a.e.P.4 v, = —,а.е.Р. 
(ii) 34 0,a.e.P. 4 v! P 


我 们 利用 of 代替 v, 而 考虑 了 ,以 il? ТИВА hn KAK а c 
+ ry 的 分 布 函数 的 mm 次 卷 积 为 FU (x) ,从 而 有 
pa (A) - F(A) 
res = a GY М 


其 中 


vu = 1 a.s.pr, P(A) = L Pu (e "dt. 


ры (t) 是 以 vy? 代替 ww 所 得 的 过 程式 的 转移 函数 ,在 (19) 中 
4 1+ = ,得 


pi (A) = F(A 
a,@,-i (À ) + bp. (А) = p Es. RUE S MISA) (20) 


ке qa Qp tay ` 
综 上 所 述 ,我 们 得 到 如 下 定理 : 

定理 2 

(1) Æ v, з 0,a.e. P. (4) (5) (18) 可 唯一 求 得 的 分 布 
函数 的 拉 氏 变换 o, (A) (k > n). 

(ii) v, = 0,а.е.Р. (4). (5). (20) 可 唯一 求 得 & 的 分 布 
函数 的 拉 氏 变换 o, (А)(Е > n). 
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§4 ”遍历 性 及 平稳 分 布 


0, o) 表示 自 来 到 上 时 刻 算 起 ,离开 k 后 ,首次 回 到 上 的 时 间 ， 
并 称 ó, 为 上 的 回转 时 间 , 令 


(A) = E,exp( - al” V(x, )dt). 


ñ" VC x, ee ЖУ = 回转 时 间 ,用 $3 基 本 引 理 证 明 方法 同样 可 得 


A (A) = E(e?" 9^ ) ao, (A) + bigisn(A)], (1) 
其 中 ф1,(А),фыль(А) (2.4) 和 (3.3) < 
7 = efi V(z,)dt)'. (2) 
当 Z = c 时 ,对 (1) 微分 1 次 , 同 乘 (- 1) ,并 令 = 0 得 
m = D CEID Lami? ц + bmi 1. (3) 
特别 1 = 1 时 , 记 也 = = 71 此 时 ， 
7 = ат + тц + Et) . (4) 


下 面 我 们 介绍 在 Z = © 的 情况 下 求 平均 V- 回转 时 间 的 方法 , 因 
此 也 能 求 出 状态 i 的 平均 返回 时 间 , 以 及 在 遍历 的 情况 下 的 平稳 
分 布 . 
将 过 程 蕊 稍 加 改造 ,使 状态 N 成 为 反射 状态 (NN > E) , 即 设 系 
统 到 达 NN 后 ,以 概率 1 回 到 N -1, 而 且 有 逗留 于 NN 的 平均 时 间 不 变 ， 
PA Elvy) ERWA X = |X (1,w),t > 0| 代替 原来 的 过 程 
X,X' 的 转移 概率 矩阵 由 (1.14) 所 定义 , 当 质 点 在 到 达 N 以 前 ,两 
过 程 的 运动 规律 完全 一 样 ,因此 (3.4)、 (3.5) En < k < МХХ 
也 成 立 . 令 
1. (w) 
KG) = [^ VX (410) dt. 
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Fral) = Pilg (w) = x). 
М&„(х) = Eje), 
其 中 y») 是 三 SIUS п 的 时 间 . 易 求 得 
$w(A) = Eye ^^" = E(e? w),o, a (A). (5) 
同 理 可 求 
二 
Ы Е(е 0%) мр, (А) 20; (nek < №, (6) 


MPa (A) = 1. (7) 
fF (5) (6) (7) 得 
NP У} 
мк (А) = SOS (k= n+l,n+2,.…,N), 
其 中 
Ay(A) = 
-1 bast EL 0 cad 0 0 
a, E,,; -1 b, ;E,,; уе 0 0 
0 0 0 795 -1 by_, Ey 
0 0 0 ** ayEy -1 
= a, , E, 
е (д) ааа 。 REA GO 中 第 (k - n) 列 所 得 


0 
FTIR, E, = E(e 91) 4 
7, 
m? = E Wx уа (12 1/2,). 


将 (5) 6) CD) ТА BAY LUC, A = 0, mi? = (- gi? (0), 
我 们 有 
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(i) a» (р 
атла — yas + Вт + 


! 
УСЕ [Ган + Бата = 0; (8) 
i=l 
wn? = 0; (9) 
l 
м) = ато), = 2 CIEL ymin. (10) 
1=1 
п< Е < М. 
解 此 方程 组 得 
AQ (0) 
w _ Ow 
Ny, = Ay (0) (n < Е < N), (11) 


Жр AY (0) 是 以 列 向 量 
(l-i) 


I 
ipl) (t-i) 
= » СЕ? asa Min : s* Bast m, > 
i=l 


LI 


1 
igli) (t-i) (l-i) 
= >) CHEE „[а,,2 Masin т Baya Mays n 
i=l 


l 
= >) СЕН pL aya mia, * by. mi] 
l 
- >) CIE тул, 
i=l 
КЖ Ay(0) 中 的 第 (k — n) 列 向 量 所 得 行列 式 . 参考 张 健康 
[1] $ 5.4 定 理 3 的 证 明 有 
定理 1 zz та со , jii 
9,4 (À) = lim yin (А); т, = lim ymi; - 
在 (11) PH 1 = 1k = n + 18 
А\ (0) 
NMm+in = Ay (0) 
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- Eqn 
~ = EU 2) М sae 
Жр AV (0) 是 以 列 向 量 | | 代替 Av(0) 中 第 1 列 所 得 行 
- E 
lk ETF AY? (0) 以 及 Aw(0) 得 


(1) N-n-3 (1) 
E.) 4 š b, bia "° Ons ket Eouu) + 


Мл = ... 
а, k=0 а,.1а,,2 ар +62 


(1) 
Das bua byi Evy) 
0,,105,277' QN-1 


Matin = lim mci, = 


Ey) + = Bast bia buaya Bees) 
Qn+l k=0 0,,105,,2 7 Ons +2 ` 
ERB) Ер = И(Х)Е(о,), ТИ 
V(n + 1)E(»,,,) š 


05,1 


E» bass b att V(n + k + 2)E( 0¢ 44442) ) 


k=0 GQ,,105,5'* Any k+2 


由 定理 2.2 有 


l qo 
Maik = был = b, Ei + 


Matin = 


-2 
04.4 04-277* Q4 11) 
BK PES k-m-2) — 
<= babeat bina 


V(k - DE(v 4) 
WR i 


> 0,404504 1 V(k - m - 2)E( V(.-m-2)) 
b, ib, >b, 2 ` 


4 V = 1, 则 得 ó, 的 平均 返回 时 间 为 
u, = ату + be, + E(»,). (12) 
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m=0 


E(u) + e, (k = 0), 
ж = „бс (Gu) + е) (Е > 0). 
WEB] (01.1) (1.3) 分 别 代 入 (12) 得 


E( v,- 
m = Eln) + ey 


k-2 
VC 3,104,377 ал. EC vaia) 
1-0 TD + bie, 
而 
-—€— n еф 
a, a, 
因此 
Е E(v,) b,E(v,) b, b,E(v4) 
а а, = aa; a, ааз 
b, b, b, EC) b b, by 
ааа, 0,05''*Q, Tr 


注意 到 b, = 1, k > 0 时 , 引 理 得 证 . 
Mk = ОВТ, Е bo 三 1, 从 而 
uo = bye, + E(»). 


由 文献 Solomon Fred[ 1] 我 们 得 到 状态 有 的 平稳 分 布 为 : 


E E E( v, 
Pk = Es (k>0), p= i = EU. 
从 而 
= l _ bob, b; E(s,) 
Po = ia us (其 中 T; = аа» a,E(v,) 5 
i=l 
л 
Pk = r . 
1+ 2n 
因此 ,我 们 得 到 如 下 定理 : 
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定理 2 
(i) 半 马 氏 生 灭 过 程 常 返 但 非 正常 返 的 充 要 条 件 是 


Z= lp, Sim = = 


i=1 


(i) 半 马 氏 生 灭 过 程 正常 返 的 充 要 条 件 是 


7 = о, S < ss, 
且 其 平稳 分 布 为 | 


1+ > =, 
р = i=l 
Tk 


1+ Dt 
i=l 


k > 0. 


§5 补充 与 注 记 


本 章 主要 内 容 取 自 唐 有 荣 的 硕士 论文 . 
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TI 半 马 氏 决 策 规划 的 折扣 目标 


$1 引言 及 模型 


周知 ,折扣 目标 的 连续 时 间 马 氏 决 策 规划 和 半 马 氏 决 策 规划 
已 由 许多 作者 研究 ,由 于 对 目标 函数 定义 的 实质 性 差异 ,两 种 模型 
的 主要 结果 无 法 统一 起 来 ,这 与 半 马 氏 决 策 过 程 和 马 氏 决策 过 程 
之 间 的 包含 关系 极 不 相称 .为 此 我 们 提出 一 个 新 的 半 马 氏 决策 规 
划 的 折扣 目标 ,不 仅 建立 了 此 模型 的 最 优 方程 ,还 据 此 证 明了 最 优 
平稳 策略 的 存在 性 ,作为 本 章 的 特例 ,得 到 了 连续 时 间 马 氏 决策 规 
划 折 扣 模 型 的 主要 结果 ,从 而 将 两 种 模型 的 结果 统一 了 起 来 . 

本 章 所 考虑 的 模型 是 具有 如 下 意义 的 五 重组 | 5, (Ali), iE 
S),(GCi,a,t,j,i,j € S,a € A(i),t € R),r, Vi, Ж SAR 
态 空间 , 非 空 可 数 ;4(i)(i € 5) 为 系统 于 状态 i 所 采取 的 允许 行 
动 空间 , 且 均 为 非 空 的 Borel 紧 子 集 ,r 为 定义 于 k = |(i,a),i € 
S,a € Ali)! 上 的 有 界 函 数 , 且 对 固定 的 ;E 5S,r(i,*) 关 于 a 于 
AG) 上 连续 ,V 为 折扣 目标 ,a 为 折扣 率 因 子 , G(i,a,i,j) 为 半 马 
氏 决 策 矩 阵 , 即 它 满足 : 

(1) Gli,a,x,j) 0, х <0, ij S a€ Ali); 

(2) 对 固定 的 i,j€ S,a € A(i), Cli,a,x,j) RFAFRE 
非 减 右 连 续 函 数 ; 


(3) p(i,a,x) A >)G(i,a,x,j) <1,i € S,a € Ali). 
j€ s 
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若 系 统 于 状态 i 时 采取 行动 a E ACO SUA = ЫЕ. 
(i) 系统 将 跳 到 一 个 新 的 状态 у 的 概率 为 C(i,a,%,/), 且 
36i, a, o ,j) = 1; 
— (и) 系统 在 进入 新 的 状态 j 之 前 ,于 状态 i 所 去 留 的 时 间 的 分 
布 函数 为 ， 


G(i,a,x,j) - 
Pese di акын G(i,a,,j) > 0; 
任意 固定 的 分 布 ， 其 他 . 


(11) 系统 立即 获得 的 报酬 率 函数 为 r(i,a). 

我 们 考虑 平稳 策略 x , 即 形 如 x = Ff = fost >0.fo(i) € 
Ali) i € S) 的 全 体 所 成 之 集 .对 于 这 样 的 有 平稳 策略 ,我 们 简 
记 为 x = fo ,因此 平稳 策略 x = 万 RRB Є Е A 1f,f(i) 
€ A(i),i € S| 唯一 确定 . 

对 任何 x = f° € = S 

G(i,n,x,j) = G(i,f(i),x,] i,j€ S,x € R, 
于 是 任 给 初始 状态 i, HEME CRI i RISE — 4 B STE RS (BIZ HY) 
FURIE (я, 01. 

与 以 往 (如 董 泽 清 、 刘 克 [1]) 折扣 目标 V, 的 定义 不 同 的 是 ,我 

们 需 引 进 转移 概率 Fin): 

F(x,t) A P,l£(x,1) = j | (1,0) = il. 
这 里 P, 为 由 策略 x 所 导致 的 概率 测度 ,以 下 我 们 将 用 FO Ci, 
jE 5,t > 0,x € П (1) 来 定义 新 的 折扣 目标 V, : 


P.G i) = Je" Gif G 0r». (1) 


XH ri) = rGfK GER f ,ijESsS. 

注 1 这 里 的 折扣 目标 V, 与 以 往 的 折扣 目标 V, CHE SÉ 
XHEL] 显然 不 同 , 但 是 我 们 的 定义 比 董 泽 清 、 刘 克 [1] 中 的 定义 
的 概率 更 加 明确 ,从 而 更 易于 让 人 接受 和 理解 . 

定义 1 ME” € (S) 称 为 最 优 的 , 如 果 对 一 切 x € 
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II (S), ES 有 Fr ,i) > У, (я, і). 

由 目标 函数 ,的 定义 知 , 对 报酬 函数 + 任 加 一 个 常数 C 都 不 
会 改变 对 最 优 策略 的 讨论 ,因此 以 下 总 认为 0 < r(i,a) < M,iE 
S,a € A(i). 


为 了 讨论 的 需要 ,我 们 假定 : 
假设 4 = we (>|; e “G(i,a,dx,j)). 
E i) JES 


注 2 如果 董 泽 清 、 刘 克 [1] 中 的 假设 1 成 立 , 则 这 里 的 假设 4 
也 成 立 . 事 实 上 , 设 g(j Ga)(a € ACD,i,j € S) 为 董 泽 清 、 刘 
克 [1] 中 的 状态 跳跃 律 族 ,1(:| i,a)(a € ACD) 为 董 泽 清 、 刘 克 
[1] 中 的 状态 转移 空间 分 布 , 不 妨 设 aG | i,a) = 1, 则 有 


G(i,a,x,j) = q(j | i,a)i(x | i,a). 
>I. e “G(i,a,dx,j) = 


JES 

|: e "t(dx | i,a) A B.(i,a). 
于 是 得 董 泽 清 、 刘 克 [1] 中 假设 1( Ap P. (i,a) < 1) 意味 着 这 里 
的 假设 A. 


§2 最 优 策略 的 存在 性 


对 任何 x = f° € П;(5),Ф 
F,(i,x,j) = | &*F, Gd, 
Р,(ї,л) = | e*( - PC, fli), к), 


G,(i,x,j) = | etae SO, xj), 


-22> 


P,(i,a) = ee = P(i,a,x))dx, 
Jo 


Lives [| e*46.a,x,j). 
由 (1) 可 得 
V,(x,i) = 218.01, prep «=, ics. 
定理 1 假设 A 成 立 ， WV, (x, i), i = SI 是 下 列 方程 组 
X, = P,(i,x)r(x,i) + 256, Ci mJ) Xj, i€S (2) 
的 唯一 非 负 有 界 解 . D 
WEBB ЊН Koporok B C and Туроин A Х[1] 中 (3.12) RAX} 
任何 x = f°, 
F,(x,t) = ó,(1- P(i,f(i),t)) + 
> JCC AG) das E) Fy Gr 1,2). (3) 
将 (3) RAAR L- 变换 得 
F,(i,x,j) = òP, (i n) + DG (im k)F,(k,x,j) (4) 
将 (4) 式 两 边 同 乘 以 КИ RERE 求 和 得 
24F Gro (в) = P.(i,n)r(m,i) + 


27 216 (ist EF, Gn) rC j). 


注意 到 С, (2,7, К). Е, (Е, т, ј) K r(x,j) 的 非 负 性 得 
2; F. Gom rs) = P,(i,x)r(x,i) + 


226, (i, n, kL УЕ, mj) r(x, ј) \1, 
于 是 有 
Vi(x,i) = P,(i,x)r(x,i) + 1G, Ci m, i) V (m k). 
ХЖ |У, (x, i), i € S| 为 方程 (2) 的 非 负 有 界 解 . 


下 证 方程 (2) 的 有 界 非 负 解 的 唯一 性 . 
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Ми. © S| 为 方程 (2) 的 任意 非 负 有 界 解 , 则 : 
V. i) = щ = 3G Ci m k) V, (m, k) — шщ. (5) 
КЄ s 
由 假设 4 得 
Ba sup 2,6, (isz, k) < if. 
ЄЗ 165 
& lul = sup | u, |, HH C5) 式 和 归纳 法 得 : 
对 任何 > 1, 有 
IV.) ш (ЇЇ +, ie s. 
ТЕ EXP п = % 得 
Vi(x,i) = щш i€S, 
于 是 方程 (2) 的 非 负 有 界 解 的 唯一 性 得 证 . 
设 У; (1) = ap У. (0,1), + € 5. 
=€ (s) 
显然 有 0s V; G) < Ú, i€ S. 
定理 2 BARL, WIVI (i), i € S| 是 下 列 最 优 方程 
u(i) = „зир | P.(i,a)r(i,a) + 
216, Ga, uG)l, i€s (6) 


的 唯一 非 负 有 界 解 . 
证 明 ”对 任何 x = f" € 114($), 由 定理 1 得 
V.(z,i) = P,(i,f(i)) r(i,fi)) + 


526.01.700) j) Va GJ) < 
P.(i,f(i))r(i,f(i)) + ZG (i G), V: (j) < 
gg, PC ri) + 316 Ga JV; О. 


H z € H2(S) 的 任意 性 得 
V: (i) < sup |P,(i,a)r(i,a) + $16, (i a,j) V; (О). (7) 
a€ Ali) jes 
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另 一 方面 ,对 任 给 s > 0,8 € 5, 则 存在 /(i) € 4(i) ,使 得 
P.(i,f(i)) ri, fli)) + 296. fV; (3) > 


sup 1P,(i,a)r(i,a) + $16 Ca, j) Y: GI. €. 
a€ Ali) ies 
dO) 式 得 

Vi (i) < P,(i,f(i))r(i,f(i)) + 

Улс, GG); (7) + e. 

JES 
令 x = 广 , 由 定理 1 得 

VU - COIP. 


(8) 


这 里 G,(f) = (6,(i,f(i),7),i,7 E S) HER, mE P.r( f) 的 第 
i 个 分 量 为 P,(i,f(i))r(i,f(i)), 再 注意 到 假设 4, 由 马 氏 链 基 本 


知识 
I+ G,(f) + Gf) ++ Gf) + = 
[1- 6,COT', 
于 是 (8) 式 得 
Vi < 7,000 GN es VG) + т ge 
这 里 e 为 分 量 全 为 1 的 向 量 . 故 有 
Vi (i) = V(x, i) = P,(i,f(i))r(i,f(i)) + 
Gi fli) Vr) > P,(i,fli))r(i,f(i)) + 


216 GG), DU G) - 1551 > 
ЈЄ 5 

Р, (is fli) ri. fli)) + 
Ci f(D DV; G - FE 
jes 


sup | P.(i,a)r(i, a) 4 


216 Ga )V: 001 - Age. 
je $ 


279; < 


(9) 


在 (9) HPS е 一 0 得 
V: (i) = sup | P Ci a) rCi a) + 
22€. (5a. DV), ies. (10) 
B C) 和 (10) A,1V; (i),i € S| 是 最 优 方程 (6) 的 非 负 有 界 解 . 
下 证 最 优 方程 (6) 有 界 非 负 解 的 唯一 性 . 
Wlu(i),i € S| 为 方程 (6) 的 任意 非 负 有 界 解 , 则 有 
u(i) = Sup, IP. CE a)r(i, a) + 
Veliau, ies. 
J€ $ 
由 假设 4 的 控制 收敛 定理 易 得 
函数 h(i,a): 
h(i,a) А P,(i,a)r(i,a) + 2,6, (i, a. j)uG) 
对 固定 的 i € S.T a 于 紧 集 4(i) 上 连续 ,从 而 存在 f° (i) € 
A(i)(i € S) 使 得 
u(i) = Р, (if (i))rGi,f* (i)) + 216 Gf" G))uG) 
x = 广 ”, 于 是 由 定理 1 得 
uli) = V.(z' i) < Vi, i€S. (11) 
üli) > P,(i,f(i)) r(i, f(i)) + 246 Gf) uC), 
THA uli) > V,(z,i) ,i€ S, 
W uli) > V (i), ies. (12) 
由 (11) 和 (12) 两 式 得 uli) > Vi(i) ies 
这 表明 最 优 方程 (6) 的 解 是 唯一 的 . 
定理 3 ”对 于 折扣 目标 V, ,假设 4 成 立 , 则 最 优 平 稳 策略 一 定 
存在 . 
证 明 ”由 定理 2 得 
Vi (i) = sup! P.(i,a)r(i,a) + 
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P. 2,6. a,DV.()l, ies. 
由 假设 4 ALES NI VEEE 得 
对 固定 的 i 关于 a FAC) 上 连续 ,再 注意 到 A(i) 的 紧 性 , 故 
FEF GG € 5) 使 得 
Vii) = BG (i 
216 (f GV; (7)}. 
再 由 定理 1 得 令 x” f 
V(x" ,i) = Vii), Є 8. 
即 策略 x” 为 最 优 的 . 


§3 连续 时 间 折 扣 模 型 


Ez = f° € П;(5), Q(x) = (aGli,.fG)),ij€ 5) 为 全 
稳定 保守 Q - 矩阵 , 即 满足 
()O0zqGlif(i)e«oe, ¿ix j; 
(ii) 224 li,f(i)) 2- qG VH i,fCi)) a (т) < ә. 
于 是 由 马 氏 过 程 的 基本 理论 得 
4\1 | i, f(i) = — 4; Gs : э 
G(i,x,x,j) = | qi(x) da e » ix] 
0, ud: 
P(i,x,x) = 51G(i,zx,z,j) = 1 - e'*(9*, 
JES 


从 而 得 
(j 1 p, yG) 508, 
вер = | HIRD, ¿h 
0, Uu. 
: 1 
dro rr 


020 ` 


由 (2) 式 得 
Vi(x,i) = ri, f(i)) a 9. war pem (z.j). 


q(x) +a ` £4 
Hil 
aV,(x,i) = r(i,f(i)) + 246 Li,f GV (xj). 

于 是 由 定理 1 得 ， 这 里 的 半 马 氏 决 策 规划 折扣 目标 V, 的 定义 是 通 
常 的 连续 时 间 马 氏 决 策 规划 折扣 目标 的 定义 的 直接 推广 . 

Жз 这 里 折扣 目标 V, 的 定义 与 [1] 中 折扣 目标 V, 定义 不 
同 . 

事实 上 , 设 x = f° ,由 董 泽 清 、 刘 克 [1] 中 折扣 目标 V, 的 定义 
和 董 泽 清 、 刘 克 [1] 中 (6) 式 以 及 说 明 得 

V(x,i) = 


r(i,f(i)) + 8.02700) 2G | fC) V. (rj) = 
r(i,f(i)) + 24U& Gf GG | i,f(i))1V,(x,j) = 
r(i,f(i)) + 246 is fli) DV. Gs) = 
r(i,x) + 246 Gm DV. Gs. 
但 是 
P,(x,i),j) = [Гета -t(xli, f(i))dx Ф 1, 


因此 ,由 定理 1 得 ， 
V(x,i) Ф V,(x,i), ¿€ 8. 


§4 ”补充 与 注 记 


本 章 结果 属于 郭 先 平和 侯 振 挺 . 
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18 数学 生态 学 随机 模型 


§1 引言 


生物 数学 是 一 门 年 轻 的 边缘 学 科 , 近 几 十 年 来 发 展 尤为 迅速 . 
而 数学 生态 学 作为 生物 数学 中 最 为 基础 的 分 支 , 相 对 来 说 , 它 发 展 
得 比较 早 , 也 比较 成 熟 . 它 用 数学 模型 来 描述 生物 的 生存 与 环境 的 
关系 ,并 利用 数学 的 方法 来 进行 研究 ,以 使 一 些 生 态 现象 得 到 解释 
和 控制 .在 已 有 数学 生态 的 文献 中 ,大 多 将 描述 生物 种 群 数量 变化 
的 生态 模型 分 为 两 类 : 

1. 生命 长 .世代 重 又 并 且 数 量 很 大 的 种 群 ,常常 近似 地 用 连 
续 过 程 来 描述 ,通常 表 为 微分 方程 .主要 是 用 微分 方程 的 理论 和 方 
法 来 研究 . 

2. 生命 短 .世代 不 重 肥 的 种 群 ,或 者 虽然 生命 长 ,世代 重生 但 
数量 比较 少 的 种 群 ,常用 不 连续 过 程 来 描述 ,通常 表 为 差分 方程 . 
主要 是 用 差分 方程 的 方法 来 研究 . 

在 上 述 两 类 模型 中 ,通常 把 种 群 之 间 的 影响 以 及 环境 对 种 群 
的 影响 归结 到 模型 的 参数 中 和 差分 方程 来 进行 研究 .因此 ,生物 种 
群 数量 的 变化 过 程 可 由 微分 方程 或 差分 方程 的 解 给 出 , 即 由 一 条 
连续 的 光滑 曲线 ,或 一 条 右边 左 极 的 阶梯 曲线 (离散 时 间 的 连续 延 
拓 ) 来 描述 .从 局 部 来 看 ,或 者 说 在 一 段 相 对 较 短 的 时 期 内 ,用 上 
述 模型 来 描述 生物 种 群 数量 的 发 展 和 变化 是 可 行 的 .但 从 整体 看 
来 ,或 者 说 在 一 段 相 对 较 长 的 时 期 内 ,用 上 述 模型 来 描述 生物 种 群 
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的 变化 就 存在 明显 的 缺陷 .例如 ,考察 一 个 地 震 多 发 地 区 人 口 数量 
的 发 展 , 在 地 震 没 发 生 时 期 它 有 其 确定 的 发 展 规律 ,但 当地 震 突然 
来 临 ,人 口 数量 可 能 会 出 现 突然 下 降 .又 例如 , 某 种 昆虫 当 环 境 突 
然 发 生变 化 (例如 ,温度 突然 下 降 或 突然 上 升 ) ,其 数量 也 可 能 会 出 
现 突然 的 变化 .我 们 把 上 述 这 类 变化 称 为 突变 , 它 具有 以 下 特性 : 
其 一 ,这 种 突变 发 生 的 时 刻 是 不 确定 的 ,或 者 说 是 随机 的 .其 二 , 突 
变 的 强度 一 般 来 说 也 是 不 确定 的 ,或 者 说 是 随机 的 . 

由 于 上 述 原因 ,我 们 提出 数学 生态 学 随机 模型 .粗略 地 说 , 数 
学 生态 学 随机 模型 是 这 样 来 描述 这 种 群 的 发 展 :其 一 ,允许 在 随机 
时 刻 发 生 的 突变 ;其 二 ,在 相继 两 次 突变 之 间 生 物种 群 的 变化 满足 
某 种 微分 方程 或 差分 方程 .以 下 我 们 先 介绍 一 般 数学 生态 学 随机 
模型 ,然后 举 出 若干 例子 . 


§2 ”数学 生态 学 随机 模型 


考虑 大 种 生物 种 群 数量 的 变化 规律 (上 > 1) ,其 中 每 种 种 群 不 
仅 有 自己 的 发 展 规律 ,而 且 种 群 与 种 群 之 间 存 在 相互 作用 (例如 ， 
相互 竞争 淘汰、 共存 等 关系 ) ,同时 种 群 数量 还 存在 随机 的 突变 . 

用 К, = [0, о) 表示 每 种 种 群 数量 构成 的 状态 空间 ,那么 Е 
A RR, 表示 K 种 种 群 构成 的 状态 空间 ,用 多 表示 R, 的 Borelo- 代 
JC, EAR CE, 20) 是 一 个 Polish 空间 . 

令 f:E х [0,%) 一 表示 相继 两 次 突变 之 间 种 群 的 变化 规 
律 . 即 /(x,t) 为 某 微分 方程 或 差分 方程 在 初始 时 刻 (1 = 0) 从 x 出 
发 的 解 .因此 当 x 固定 时 ,f(x,1) 是 i 的 右 连 左 极 函 数 . 

设 (Q, 色 了) 为 一 个 完备 概率 空间 ,X(1) 表示 4 时 刻 种 群 的 数 
HABA X(t) 是 大 维 随机 向 量 . 而 | c, taoi 是 一 列 递 增 的 非 负 随 机 
序列 ,表示 种 群发 生 突 变 的 时 刻 . 我 们 只 考虑 种 群 突变 强度 之 间 具 
有 马尔 可 夫 性 依赖 关系 的 情况 , 即 |X(z,)| ,si 构成 {|X(1)| 的 马 
尔 可 夫 骨 架 . 因 此 ,有 以 下 定义 . 
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定义 1 称 定义 在 (Q,. 务 P) 上 取 值 于 E 中 的 右 连 左 极 随机 
WHEN = 1x(0,0 < : < rt(w)| 为 数学 生态 学 随机 模型 ,如 果 X 
满足 下 列 条 件 : 

(0 XXT Iz l,o(co A 0) 是 (有 ,0)- 过 程 见 本 书 第 1 章 
§ 3; 

(ii) Vn > 0.X(1) = f(x(r),t- cr, = t-< nae 

由 以 上 定义 可 知 , ЕЕ AS ^ BÉ BLEUS JE BEY, 
Q)- 过 程 ,常见 的 情况 是 更 特别 的 逐 段 确定 的 (及 ,6G.g)- 过 程 ( 见 
本 书 第 1 章 § 5). 

对 于 通常 的 数学 生态 学 模型 ,其 解 是 一 条 确定 曲线 .例如 , 具 
有 密度 制约 的 单 种 群 Logistic 模型 为 


dv. 
dt - Y.NCK = N)/K, 


其 解 曲线 为 
N(t) = K/[1 + б - 1)ехр(— Уш) ], 


Ж K 为 容纳 量 , y。 ATER AE ЮНЕ Ж, Ne 为 上 = 0 时 种 
群 的 数量 .当然 ,对 于 大 多 数 情况 其 解 曲线 的 初等 表达 式 是 很 难 给 
出 的 .数学 生态 学 模型 主要 研究 解 曲线 的 平衡 点 、 稳 定性 、 周 期 现 
象 以 及 持久 性 和 灭绝 性 等 问题 . 

对 于 数学 生态 学 随机 模型 ,此 时 描述 生物 种 群 变化 的 不 再 是 
一 条 确定 曲线 ,而 是 一 族 样本 曲线 (1,w),(w € 2). 因 此 ,在 研 
究 此 模型 时 ,我 们 可 以 从 两 方面 来 考虑 :其 一 ,直接 研究 生物 种 群 
平均 数量 的 变化 规律 , 即 研究 E[X(1)]( 随 ,变化 ) 的 平衡 点 稳定 
性 ,全 局 稳定 性 、 渐 近 稳 定性 极限 环 .周期 现象 与 浑 沌 现象 ,持久 
性 和 灭绝 性 等 问题 ;其 二 ,从 概率 的 角度 出 发 ,研究 生物 种 群 数量 
的 转移 概率 的 计算 、 遍 历 性 与 平稳 分 布 .灭绝 概率 、 灭 绝 时 间 分 布 
以 及 过 程 的 第 一 次 到 达 时 间 的 分 布 和 算 、 正 则 性 等 问题 . 
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$3 ”数学 生态 学 随机 模型 的 向 前 、 向 后 方程 


WX = |X(1,w),0 < t < т(о) 是 KK 种 群 数学 生态 学 随机 
模型 .yi > 0,x € E,A € EF 

P(t,x,A) ^ P(x(1) € Al x(0) = x), (1) 
G(t,x) a P(r, < t | (0) = x). (2) 
h(t,x,A) ^ P(x(t) € A,r, > t| x(00 = x) = 
5,(f(%,t)) > P(r, > t| x(0) = x) A 
ôa CfCx ,1)(1 - G(t,x)). (3) 
q(t,x,A) ^ Р(х(т) € А,т < t | x(0) = x). (4) 


Jr EG EHR y BIW (А > 0): Р, (х,4) A | epli, Ads, 
G(x) A | е*аба,з),Ь(х,А) A [eG 


q (x,A) ^ | e*àg1, 2,4). 


由 于 是 一 类 特殊 的 (五 ,0)- 过 程 ,由 本 书 第 1 章 §3 可 得 . 
定理 1 |p;(x,4),x € E,A € 对 是 下 列 向 后 方程 


X(z,4) = | w (z,4y)X(y,A) + h G4), 


xC EAE &А>0 (5) 
的 最 小 非 负 解 , 即 


piled) = (X B)(z,A), (6) 


HFH А (А, (х,А);хЄЕ,АЄ £;QA (q(x, A) sx € E,A € 
E): ^ (d,(x)3x € E,A € £;Q' = (0 (х,А);х € E,A € 


Bik > 06:0 G.A) A | a(z,4y)Q"(y,A),k > 0; (0°. 
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H)(x,A) ^ | O° Gc dy) (y. A) TED A 598 13€ $3. 


HT X(t) 是 天 维 随机 向 量 ,不 妨 记 X(1) = (OX(D s, 
X,G)',Viz0,x € Е,А > O,SIAT Ii = 
E,LXCGO] л (E, [xi GO]; E [x (2 1)" = 


(ross dy) ss [ mr Gs dy, 
E; < A [ e E iG) Jae = 
0 
(e E s Со аа, e Га CO Jae)” = 


(| yim G4) | viri Gd, 


其 中 ,7 二 (yi yr)" € E. 
定理 2 YA > 0, (Е,,Х;х € E| 是 向 量 方程 


XG) = | (х,4у)Х(у) + | yh (edy), «ЄЕ (7) 
的 最 小 非 负数 , 写成 分 量 的 形式 为 :V1 < i < KIEL, = 
[cela C0)larz € к} 是 方程 


X,(x) = Гас.) + | Gap), x€ Е (8) 
的 最 小 非 负 解 ,从 而 


E, ,X = xe - H)(x,dy)y = 


Ое. ЮС Mcr © H)(x,dy) y) (9) 


WEBB НЕ, , X 的 定义 及 (5) 和 (6) 可 得 本 定理 . 
定理 3 VA > 0, 若 存在 Ex 多 上 非 负 函数 (xA) 24A € 
“Б ЕНШЕ ЖР x 是 Z 可 测 函 数 , 当 x € E 固定 时 它 是 罗 上 非 负 
测度 ,使 得 
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| qx dy) h; Cy, A) = 
JE 


| had) G4); Vx € FAECES, (10) 
则 1p; (x,4);x € E,A € Z| 是 下 列 向 前 方程 
X(x,A) = 


| xag G4 в kete 8), Yee вле (I 
的 最 小 非 负 解 , 即 
ph GÀ) e Cn Oza), 
п=0 


其 中 ,0" 的 定义 与 定理 1 中 Q" 的 定义 方法 相同 (用 gl, A) 代替 
q(x,A)), if 


H-*Q'(x,A) л [aed 0°(7,4), Vx € E,AC £. 
WEB] ”定理 1.2.2 可 得 上 述 结论 . 


$4 数学 生态 学 随机 模型 举例 


单 种 群 Logistic 随机 模型 . 
此 时 ,K = 1,Е = [0,®),# = A0, o) RITI Logistic $ 
型 发 生 随机 突变 的 情况 ,假设 突变 之 后 种 群 数目 服从 分 布 IT, BU 
Р(х(т) € Al x(0),7,) = П(А), VAC€ &. 
1) 非 密度 制约 的 情形 : 非 密度 制约 Logistic 模型 由 微分 方程 


ANCE) y NG) 8 EMMA NG) = Noexp( yat) .其 中 ,Ni 


为 : = 0 时 种 群 的 数目 , y, ЭЖИ Ж А КЖ, NS rh AY 
Crombie 实验 表明 在 不 太 长 的 时 期 之 内 ,小 谷 虫 的 数量 变化 可 以 用 
上 述 解 曲线 来 描述 . 
对 于 随机 模型 ,此 时 
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h(t,x,[0,¥]) = Om s (xexpC y,0)0 — G(t,x)) = 
дру yA T G(t,x)), 
q(t,x,A) = Р(х(т) € A,r, < t | x(0) = x) = 
Р(х(т)ӣ € Á | z, = t,x(0) = x) P(r, = t | x(0) = x) = 
G(t,x) * II(A), 
由 定理 1 及 qi(x,4) = С, (х) IICA) 可 得 ( 见 本 书 第 1 章 85), 
G (af h Gr 11 (y) 
P,(x,A) = h,(x,A) + —— 2 
1-| С, (y) (dy) 
0 
从 而 


EX = | e>E.[XCD]dt = [ эру(х,ду) = 


| [ yh Ga (de) | 


[Гом Gap) * = 
i L- |, GC) May) 


| eet - G(t,x)]dt + 


eG [ eset - G(t,y)]H(ay)a: 
l - 6,(у)П(ау) 
特别 , 若 G(1,x) = 1-е, (и> 0). 


E,;X = | e "xe! + edt + 
0 


E Nu TERT id 
is IE ene “dt J Cay) | 


j a 8 
A +p 
„|, yll(dy) 


| e "xe Mm + 
0 A 


| ete mdt. 
0 
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从 而 
E,[ X(0] = 


x 十 y, УП (dy) x L, H = Уш» 
0 


xe "n? eh yli(dy)[1- e], p Ya- 
因此 , 当 1 一 = 时 ,E,[X(1)] 变化 可 分 为 下 列 三 种 情形 : 
(i) X? ж > y,, M) E,LX(O] ERMET ° 


[ nap; 

(ü) # н = y,, M E,[XCÓO ] 线性 增加 , 其 速度 为 Yn 
| may); 

(ii) Æ p < Yn W ELX) ] 以 指数 速度 增加 

2) 密度 制约 的 情形 : 密度 制约 的 Logistic 模型 由 微分 方程 


ANC) y NK - N)/K 给 出, 其 解 曲线 为 


N(t) = — K 
a ©, - 1)ехр(— Ynt) 


Ж, у, No 与 1) 中 意义 相同 ,天 为 容纳 量 ,细菌 ,酵母 或 浮游 藻 
类 等 种 群 的 变化 规律 与 上 述 解 曲线 相 吻 合 . 


对 于 随机 模型 ,此 时 
h(t,x,[0,y]) = Org E nero) (7)[1 - 6(t,x)], 
q(t,x,A) = G(t,x) * П(А), 
со) | h Gs (y) 
pix, A) = h,(x,A) + 一 一 一 上 一 一 一 一 一 一 . 
1- | Gay) 


从 而 
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EX = | e*E.LxCG)lat = [7 ур (5,45) = 
~ 0 40 


" K ' 
К EE 7 [1- G(t,y)]dy + 
1 + Č- 1)e "- 


ec [e *— F - e) mapa 


ba ¿Tyas m 
 —————— ——————— 


1- | G(r) Hay) 
талыы = Loa >) 


E,;X = sss рч 
pe ,G - De"? 
sp uo ——— dydi, 
- De = 
E 
从 而 
b= 
l4 (= je 
‚гї Ke“ 
uj. I, — „ау 
一 1e" 
因此 , 当 上 一 œ 时 ,E, 
一 一 一 4I(dy)， 
Mt E NE 
进一步 


2 OS 


? 


=K, M(K)=1. 
limE,[X(:)]į < K, II([0,K1) = 1,8 H(K) < 1, 
> К, I([K,o)) = 1,H IICK) <1. 


§5 补充 与 注 记 


本 章 结果 属于 侯 振 挺 、, 刘 再 明 [1] . 
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第 @ 篇 
应 用 之 二 :微分 方程 


19 随机 脉冲 泛 函 微分 方程 理论 


§1 引言 


作为 瞬 动 型 系统 的 一 种 数学 模型 一 一 脉冲 微分 方程 的 研究 
始 于 60 年 代 Milinam、Myshkis[1]. 近 30 年 来 ,脉冲 微分 方程 作为 一 
个 非常 活跃 的 数学 研究 方向 之 一 ,吸引 了 一 大 批 微分 方程 专家 ,并 
且 取 得 了 极为 丰富 的 研究 成 果 , 随 着 脉冲 常 微分 方程 理论 的 日 趋 
成 熟 , 人 类 对 自然 界 的 认识 日 益 深刻 ,脉冲 常 微分 方程 理论 暴露 出 
其 自身 的 局 限 性 ,例如 具有 时 洁 的 生态 模型 就 不 能 用 脉冲 常 微 分 
方程 来 描述 ,80 年 代 , 数学 家 为 了 建立 一 种 能 客观 地 描述 事物 发 
展 过 程 的 数学 模型 ,提出 了 脉冲 泛 函 微分 方程 , 它 是 一 个 脉冲 微分 
方程 与 泛 函 微分 方程 的 交叉 学 科 ， 最 早 的 工作 属于 
Anokhin[ 1](1986) .脉冲 泛 函 微分 方程 较 好 地 描述 了 具有 脉冲 及 
滞后 现象 的 生态 模型 的 演变 过 程 , 这 类 方程 具有 两 大 特点 :(1) 方 
程 的 解 具有 不 连续 性 , 即 存在 一 列 跳跃 时 刻 | o, | so, Жа, „в 
为 常数 列 AER | t, | „в 为 脉冲 时 刻 ; (2) 在 每 个 c, 时 刻 的 脉冲 
量 为 常量 .显然 ,上 述 限 制 条 件 仍然 过 于 严格 ,实际 上 ,自然 界 任何 
事物 的 发 展 变 化 过 程 都 是 一 个 随机 过 程 , 它 离 不 开 其 周围 环境 的 
影响 ,任何 时 刻 都 可 能 由 于 外 界 随机 因素 的 干扰 而 使 事物 发 生 突 
变 或 灾变 ,因此 考虑 到 事物 在 其 发 展 过 程 中 受 周 围 环境 的 影响 , 脉 
冲 泛 函 微 分 方程 同样 存在 其 局 限 性 ;例如 描述 生物 种 群 变化 的 生 
态 模 型 ,如 果 规 定 生 物种 群 每 次 发 生 突变 的 时 间 和 突变 的 变化 量 ， 
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我 们 可 以 用 某 个 脉冲 泛 函 微分 方程 的 解 曲线 来 刻画 生物 种 群 数量 
随时 间 的 变化 过 程 ,这 是 一 条 具有 跳跃 点 的 固定 曲线 ,然而 ,如 果 
生物 种 群 受到 随机 因素 的 影响 , 则 其 变化 过 程 不 再 是 固定 曲线 ,而 
是 一 个 随机 过 程 ,也 就 是 说 , 受 随机 因素 的 干扰 ,生物 种 群发 生 突 
变 的 时 间 和 突变 的 变化 量 都 是 随机 变量 . 

基于 上 述 理由 ,本 章 提 出 随机 脉冲 泛 函 微分 方程 ,作为 描述 瞬 
动 型 系统 的 数学 模型 . 即 允 许 系统 突变 时 刻 和 突变 量 都 是 随机 的 ， 
而 在 相 邻 两 次 突变 之 间 系 统 满足 某 种 泛 函 方程 或 差分 方程 . 


§2 基本 概念 


本 节 我 们 给 出 随机 脉冲 泛 函 微分 方程 的 一 般 概念 . 

设 К“ 表示 d 维 欧 氏 空间 , 1-1 为 R° 中 给 定 的 范 数 , 设 非 降 连 
SE PRIM е: R'— REg) < t,g(t)>+ (r9 %), 对 YiE 
R* ,定义 PC(t) = 198:[g(1),t] 一 RR,g 为 至 多 有 有 限 个 间断 点 
的 右 连 左 极 函 数 | ,在 上 确 界 范 教 | e ||, = supll p(s) 1;g(1) < 
s< t| 之 下 ,PC(1) 是 一 线性 赋 范 空间 . 

定义 1 设 (Q ,FP) 为 一 个 完备 概率 空间 ,| т„| ,so 为 其 上 非 
负 递 增 的 随机 变量 序列 , | ç. | ,>o 为 取 值 于 R^ 的 随机 序列 ,如 果 

(i) Vn z0 

ХС) = fi,XC),. € [en 

KB FIER! x PCG) EBERT BH UBXC) E g GO). EAS 
PW, A Х(т„) - Х(т;) = Gs 

(ii) 了 关于 | t,o ŒH, Q) -过 程 . 
则 称 方程 

X' (4) = flt,X(-)) 

为 一 个 随机 脉冲 泛 函 微分 方程 . 

由 定义 可 知 ,X 是 逐 段 确定 的 (五 ,0) 过 程 ,只 是 其 跳跃 时 刻 
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及 跳跃 幅度 是 随机 的 . 

通常 的 脉冲 泛 函 微分 方程 ,其 解 是 确定 曲线 ,研究 的 问题 主要 
有 稳定 性 ,周期 性 .持久 性 .灭绝 性 以 及 极限 环 和 混沌 现象 等 等 . 

随机 脉冲 泛 范 微分 方程 由 于 考虑 了 随机 因素 的 干扰 , 其 解 不 
再 是 确定 曲线 ,而 是 一 族 样本 曲线 ,这 给 问题 的 研究 带 来 更 大 的 困 
难 ,然而 在 应 用 上 ,尤其 应 用 到 数学 生态 学 , 它 能 够 客观 地 描述 生 
物种 群 的 生存 与 周围 环境 的 依赖 关系 ,对 这 类 模型 ,过程 的 样本 轨 
道 或 均值 函数 的 性 质 ,转移 概率 .遍历 性 .平稳 分 布 . 灭 绝 时 间 等 都 
是 人 们 关心 的 重要 研究 问题 . 


$3 ”随机 脉冲 Logistic 模型 


本 节 我 们 具体 讨论 单 种 群 Logistic 模型 : 
N'(1) = rN(t)(1 - N(t)/K), (1) 
其 中 N(t) 表示 生物 种 群 在 时 刻 ; 的 容量 ,r ARERR AR EL ЖК 
增长 率 ,K 为 负载 容量 .容易 求 得 方程 (1) 的 解 为 


N(t) = KI[1 + Mente nj]; (2) 


ШВ t—>+ © В, №(:) 趋 于 其 平衡 点 K. 

我 们 假定 在 随机 时 刻 c, 有 一 个 随机 脉冲 56 = NC) - 
N(r,)(n = 1,2,…), 其 中 zc,| RAIDER; B c, ^ + о, (6, | 
为 独立 随机 序列 ,并 与 1c, | 相互 独立 . 

引 理 1 随机 脉冲 微分 方程 

ж = – rX(t),t>0, (3) 
X(n)-X(r;,)9 жәй 1 
的 解 为 
X(t) = Хуе" + > (et En, ra. 


证 明 Vk > 0,(3) Elri, tin] 上 其 解 为 
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X(t) = X(n) R (rq = 0), 
从 而 
X(r44) = XCr)e "ан 4 Mr: 
由 此 递 推 公式 立 得 
Xlr) = Хуе" + Уһ: gu 
引 理 2 Üs, = c -ralk > 1) 为 独立 同 分 布 的 非 负 随 机 
变量 序列 ,zt = 0, + … жо, 4 + о, || З ВЕЛЕ 
列 ,上 且 与 1o| 独立 , 则 随机 脉冲 微分 方程 (3) 的 解 X(1) 一 0 服从 0 
- 1 律 , 且 如 果 limE | p. |= 0, 则 P( lim X(t) = 0) = 1, 进 而 还 有 
EX(1) —0 
证 明 因为 X(1) = X(t)e t€ [tns tan), 
PA lim X(t) = 0 等 价 于 limX(m) = 0, 而 


a 
lim Х(т,) = lime ™ e" = 
— ( „) а 2 
n 
lime tte? Z gate = 


lime He, mem) 。 Уље „ктр, 
因此 limX(t,) 是 独立 随机 变量 序列 的 尾 函数 ， 所 以 
PC lim XC, ) = 0) = 081, 
Fi limE | h |= 0,3 ve > 0 
PCL Xe) F> e) = 


n 
ria, 7*2 ) rlo +o) E 
е ^ > š et = + 
( < | 1), | > 2 ) 


Р(| Ж, | e "7 > ) < 


оо 


2 УЕ m ТЮЕ" +2 | Xo 1+ (Ee ™ )". 
k=l 
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ERP o, + o + +o, A + ©, Ee" < 1 从 而 上 式 趋 于 0， 
B] XCc,) 依 要 率 收敛 到 0， 由 于 lim X(c,) 是 尾 函 数 , 因此 必 有 
P( lim XCz, ) ='0) = 1. 
定理 1 о, | [5| BE 2, ,] 为 有 界 独立 随机 变量 序列 , 且 
Hlor) 独立 ,& = N(x) - NC ), 则 随机 脉冲 Logistic 模型 
N'(1) = rN(t)(1 - N(t)/K), № > 0, 
Popes Grk =l i 
的 解 为 


N(t) = ри Є [sma 
1 + Qr = Dexpl - r(t = т,)! 


Жтт, = o) +…+ayro = 0, AWE N, + ose > O(n 
> 1), Е | £, | = 0, ш 
P( lim NC) = K) = 1. 
证 明 不妨 设 K = 1, N(t) = (1 - XG))" ,IJ(4) 等 价 于 
pes = 一 X(t) X(t) < 1, 
Х(т„) = Х(т„) = mone, 
Ж у, = [N(=,)N(z;)] ! & (n > 1). 
定理 前 半 部 分 结论 是 显然 的 , 若 No + STG > eW N(z;), 
N(r,) > ,只 需 考 虑 М(т„) 的 极限 ,而 асе у ]--0; 
由 引 理 1 知 
X(t) = Xe" + Dene - 


No = 1 т ° Ç, -r(r -n) 
MC 22 NGONGD Ç ; 


所 以 
| XG.) 人 
k=l 
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上 式 右 边 是 独立 随机 离 列 的 尾 函 数 ,由 引 理 2 的 证 明知 ， 如 果 lim E 
| Ç 1= О, 

lim | X(z,) |= 0,a.s 
即 

lim V(r, ) = l,a.s 

推论 1 ilo) 如 引 理 2,P(& A) = р,,(о<р,< 1), 
P(t, = 0) =1=p,. HAMA 2A > > O(n > 1) Ж lim A, 
> p = 0, 我 们 有 

P(limN(1) = K = 1). 

推论 2 若 在 定理 3 PAR о, | 同 分 布 的 条 件 ,其 余 条 件 不 

变 ,如 果 


lim SJE | & I- [ [Ee = 0, 
Et Au] j=k+1 


则 


$4 补充 与 注 记 


随机 脉冲 泛 函 微分 方程 理论 是 一 个 新 的 研究 方向 ,有 待 进 一 
步 深入 研究 .本 章 只 是 初步 讨论 了 随机 Logistic 模型 ,主要 结果 属 
于 侯 振 挺 、 李 俊平 . 
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CO 随机 干扰 对 孤 波 的 影响 


非 线 性 波 方程 
и, — ди. — ku, + au, + ш, = 0 (8 > 0), (1) 

是 研究 量子 力学 、 杆 的 振荡 及 神经 传播 等 的 一 个 重要 的 数学 模型 . 

近来 ,张卫国 [2] 成 功 地 给 出 了 方程 (1.1) 的 扭 状 孤 波 解 . 众 
所 周知 ,由 于 周围 一 些 随机 因素 的 干扰 ,事物 的 发 展 将 是 一 个 随机 
过 程 .为 此 ,本 文 将 研究 方程 (1.1) 的 扭 状 孤 波 解 在 随机 干扰 下 的 
影响 . 

WOO, P) 是 一 完备 概率 空间 ,(E, 儿 ) 是 一 个 Polish 空间 ， 
X л lX(t,w);t < rlo) HEXEN, ZP) 上 取 值 于 五 中 的 马 
尔 可 夫 骨 架 过 程 . 

定义 1 称 马 氏 骨 架 过 程 X 为 非 齐 次 (五 , 0) 过 程 , 如 果 对 定 
义 1.1.1 中 的 停 时 序列 jrj 存在 {h(t,x,4A);n > 1] fü 
1a (1,x,A4);n 三 十 ,满足 : 

(i) E[X(c, + t€ Ana = x, > t0 X(c,)] = (s, 


Х(т„),А), п > 0,t > 0,A € Z. 
(ii) E[ X( c4) € Ay Tay = Жж = t | Х(т,)] = gC, 
Х(т,),А), п> 0,1 > 0,4 € Z. 


Arb h (1, XA) д (1, XA) 34 A 固定 时 是 二 元 非 负 可 测 
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函数 , 当 1,x EN (EA) 上 的 准 分 布 : 

& q'" (X,A) = ітд" (1,x,A) ,由 定义 10D A, | N(x, ) in > 
01019 (x,A4),x € EAC En z M Ж ЖЕЛДЕ ЕК ЕК 
链 . 

4 Z A 1R1R(x,4) 是 Ex 名 上 非 负 函 数 ,4 固定 时 是 名 可 
测 的 ,x HERE, E) 上 的 非 负 测度 } .在 Yi 中 定义 乘积 如 下 : 
VRS € Ye. 


Ë «S(5,4) д [,80,85)80,4), СЕЛЕ 


Vx € E,AC 多 定义 
p(t,x,A) = P( X(t) e A | X(0) = x), 
p" (1,2,4) = P(X(r, OE AIX(t,) = ж), ñ = 0, 


p; (x, A) - | e "p(t,x, A)dt, 
0 
Df (1,x,A) = | ep (t,%,A)dt, nz0, 
0 
hy” (x, A) = | e*“h™(t,x,A)dt, nol, 
0 


qi" (x,A) = | e“dg'(t,x,A)dt, п>»1. 
0 


定理 (RRENA REFN] (Р (x,4);x € E,A € 
En > 0| 是 非 负 方程 


X (x,4) = Jai? Gd) xX (yA) + hU (x, A), 
п >0,x € E,A € # (2) 


的 最 小 非 负 解 , 故 有 
P (2,4) = (oI б-а Вн, @ 
特别 地 ， 


P,(x,A) = PP (x,A) = УП Qi) ` H. a(x,A), (4) 
m=0 k=0 
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HP, Qo = (ó,(x)) € 24,0, = (qi (x,A)) € Ze, H, = 
(А, (x,A)) € Z;,m > 1. 

由 定理 | 可 知 ,X ШИНЕ CH, Qu). 唯一 决定 ,故我 们 称 
X (GI, Qm mai - №. 

4 Q, = Qi, Hn = Hi(m > 1), WAAIEN, Q) 
we. 

EX2 ЖЗ КЖЧ X = |X(1);t < r) 为 逐 段 决定 的 
(Ans Qn) 5-1 - 过 程 , 若 有 

(i) X X TE clus (Hn Qs - 过 程 ; 

(1) 存在 定义 于 E x [0, ©) 上 的 可 测 函 数 序 列 |f.(x,1); 
n > 0l 满足 

X(t) = f,(X(z,),? - z),t € [zz a], sz0. (5) 


$2 ВЕРХНЯ АЯ П 


现在 ,我 们 讨论 随机 于 扰 对 方程 (1.1) 扭 状 孤 波 解 的 随机 于 
扰 的 影响 . 
易 见 ,(1.1) {ДЖ  и(х,!) = u(x - vt) = u(£) 一 定 满足 
普通 微分 方程 
Vh) - Sue) - Aare) = с, (0) 
其 中 C 为 常数 , 依 张卫国 [2] E38 5.3.1 REM 5.4.2 90,24 v^ > 
k E 


2 
e Ey > 48 Va! – 2óbc (2) 


时 ,方程 (1.1) 存在 唯一 的 且 严 格 单调 的 有 界 孤 波 解 . 
为 方便 起 见 ,我 们 仅 考 虑 在 正 半 轴 ( 即 ё 0) 上 的 随机 干扰 . 
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假定 六 天 人 及 (2) 成 立 , 不 失 一 般 性 ,我 们 也 同样 假定 一 二 < 0 
及 < 0, 由 张卫国 [2] 定理 5.3.1 知 ие) 是 严格 单调 下 降 的 ,有 有 
u(- ©) = lim u(&) == < _ ua – 20Ьс, 


b 
i (3) 
+ y va — 20Ьс. 


b 
u(+ ©) = jim u( ë) == $ 
id f(y,£) 为 孤 波 解 满足 u(0) = y. 

БЕ Ic, :n > 0l 为 定义 在 完备 概率 空间 (2 ,.#, Р) 上 的 随机 
时 间 序 列 :0 = To < z, < Ta < … < t, < т, > %, 在 每 个 工 , 
处 ,(1) 的 孤 波 发 生 一 次 跳跃 ,假设 第 n 次 跳 路 后 的 分 布 为 x'”, 则 
(1) 的 孤 波 解 一 定 为 一 个 随机 过 程 , 设 为 X(&), 即 有 
P(X(v,) € Al X(r,4),t.u 06) = 


x™(A),A € Au(+ o),u(- &)), (4) 
而 当 EE fxs tea) В, 
X(&) = f(X(<.,),£ - =), п>о0. (5) 


ЕХ т.291, X(E) RF 1c, | ВЕНН, ,0,)*_1 -过 
程 .故我 们 研究 f(y ENE > 0) 在 随机 干扰 下 的 影响 ,就 等 价 于 研究 
X(&) 
id 
G^ (£,y) À Plana - т, = 8 | X(z,) = у), 
CO (y) д | e*ac™” е, у). 
此 时 
К” (£,y,A) = 
Р(Х(т, + ë) € A,z,a -Tt > £ | Х(т„) = у) = 
ó,(/(y,&) (1-0 (е, у)), (6) 
q CE. А) = 
PCX (tna) E Aste = = € | Xr) = y) = 
Cine y) s x ^*? (A). (7) 
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HT 
Qo» * Hi(y,A) = hj (y, A), 


(TI Q.) + Aa. = 
k=0 
CP (y) + [a (449 (2,4), m= 1; 


GP) LT [x (an ee colat" ca) it (2,4), m > 1. 
因此 ,根据 定理 1.1 便 知 下 列 定理 成 立 . 
定理 1 Vy € (и(+ ®),и(- om)), 从 y 出 发 的 随机 过 程 
X( £) 的 条 件 概率 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
P,(y,A) = h? Cy, A) + 
CPC) SET са et (2) If x canat Gea). 
m=] k=1 


(8) 


2 
定理 2 iz” s Ë < 0,5 < 0 且 (2) 成 立 , 又 假定 jrjn > 11 


是 (x(+ оо), и(– o)) 上 的 概率 测度 序列 , 则 对 任意 yE(vx(+ о), 
u(— %)), 有 


ЕХ a [ее хе) Jae = 

f .oa - €? (£,y))d£ + 

cO): MUT fx (az) et ()1- 
т=1 k=l 


[еда ~ 6 (8,2))x™(dz)dé. (9) 


特别 地 , 若 发 生 跳 跃 的 时 间 间 隔 具 有 相同 的 负 指数 分 布 , 即 
G™(é,y7) = 1-e8, 251,00 
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Е, „Л = e Ung, ‚2)4ё + 
0 
xo # s Ы Ж (haere „ (m) ( A. 
GE], Jere ea m (aae. (0) 


从 而 
EX(E) = e“fly.€) + 
oS) Gail Је num ana. (11) 
证 明 ”由 (6) 与 (8) 得 
Kd. a e™E,[X(€)]d¢ = (p, (y,dz) = 
Ja? оао + coo Xt TE [e Get) - 
Гат? си,аз) a (du) = 
| e*ae[ a се, y,dz) + 
co) r] [s anco» - 
| = [9 се, и,аз) x (du) = 
[ео 0 - 6 (&,y)) 48 + 
c o) SUT [x92 etc eae 
[oa - c? (€,u))x™ (du). 


特别 地 ,车 I (6,y) = 17 e,n > LM GP) = LL Й 
即 得 (10) 式 . 进 一 步 ,由 
gite Кышы ry д 
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和 laplace 变换 的 卷 积 公式 , 即 可 得 到 (11) zÇ. 


定理 3 ” 设 定 理 2 条 件 成 立 , 且 G™(&,y)=1-e“*,n1. 
(1) 4 EX(z,) = | yx" (dy) = и(+ о), (n — ос), 1] 


Jim Е,Х() = и(+ о), Yy € (и(+ ә), и(- »)); (12) 


(2) # x (-) = x(-)(n > 1), 则 对 任意 的 y€ (и(+ œ), 
ul- ~)) & 


Jim EX (6) = aJ. e| es (13) 


WEB] (1) 由 于 fCy, £) 关于 & 严格 单调 下 降 及 
x” (u(+ ©),u(- ®)) = 1, 易 知 
Ху») ay, ж 0, 
R. 
и(+ ©) < X(£) < u(- œ), 
从 而 由 (11) 得 
O < Е,Х(2) - u(+ %) < 


“у, + ot У) UT (etm (de) - u(+ 9. 


由 此 ,证 得 (1) .另外 ,由 (11) 式 即 得 (2) . 

iE “定理 3(1) 表 明 , 若 随机 干扰 的 间隔 具有 相同 的 负 指 数 分 
布 , 且 按 平均 来 说 系统 的 跳跃 越 来 越 接 近 于 u(+ 00 ) ,那么 受 这 种 
脉冲 干扰 的 孤 波 解 当 & 一 + oo 时 仍 趋 于 u( о). 


$3 ”固定 点 处 随机 干扰 的 影响 


现在 我 们 转向 x 处 随机 干扰 的 影响 . 
对 固定 的 x ,方程 (1.1) 的 孤 波 解 为 u(x,1) = u(x - vt) iE 
u(x,t, y) 为 孤 波 解 Е u(x,0) = y. 
假定 1t, :n > 0l 为 定义 在 完备 概率 空间 (2 ,,Z P) 上 的 随机 
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时 间 序 列 :0 = z < ty < c < т, A + OLX = 1XCGD: > 0l 
Хт, = ОСН, О), - 过 程 ,满足 
ХОР) = u(s,4—7.X(r,)), mmt € [езт 1). (1) 
且 在 (w+ œ), ul- ©)) 上 存在 概率 测度 序列 jz” in > 1| ,满足 
Р(Х(т,) Є Al X(za) rac) = x"? (4). (2) 
id C^" (y) A Plt - t = s U X(t) = у)„бЁ” (у) д 


| e*ae Gy). m 


Ba = 
P(X(r, + t) € А, т, ==, > 11 Х(т,) = у) = 


d,(u(x,t,7)) - (1- 6 (1,9)), (3) 
ge. A) = 

P(X tn) © As ths = 2:1 X(e,) = x) = 

G^? (1, y) + xo (4). (4) 


定理 1 假设 定理 2.2 的 条 件 成 立 , 又 假定 |x“"”;n > 1) Ж 
(uC ә), ul- %m)) 上 的 概率 测度 序列 , 则 对 任意 的 y € (и(+ о), 
ul- %)),# 


EX = | e*E,[X(2)]dr = 

[ena - 6G (1,y))dt + 

c () SFT [x (as) 6” 0) А 
m=1 k=l 


[е [оа - Q^ (.,2))a (а). (5) 
特别 地 ,车 GI (t,y) = 1- e“ n > 1,MI 
E,;X = [s eulx, t, y)dt + 
0 


S) Le P [ues c, 2) 2 (ds)dr. (6) 


从 而 
E,[X(t)] =e" - u(x,t,y) + 
„йү ый i "T ong ET 
€ 3 s i. |"! s.z)m "(dz)ds. (7) 


证 明 ”与 定理 2.2 的 证 明 完 全 类 似 ( 略 ) . 
定理 2，” 设 定理 2.2 条 件 成 立 上 且 v > 0, Co (it,y) = 1-e", 


n > 1. 
(1) lim EL X(z,)] = lim | ae (dz) = u(— ә), 
limE,[X(t)] = u(- ә). 
(2) 3i x (-) = x(:),n 51,0 
Jim E,[ X(t) J = u| e [uis n (a2)s. 
证 明 НЕЯ, Чо > 0 时 ,u(x,s,z) XF s 是 严格 单 
调 上 升 的 ,有 
u(x;s,£) scx, Vs > 0, 
R. 


и(+ œ) < X(t) < u(- œ). 


根据 (7) 式 ,类 似 于 定理 2.3 便 得 结论 . 
§4 补充 与 注 记 


本 章 利用 马尔 可 夫 骨 架 过 程 理论 讨论 了 随机 干扰 对 非 线性 波 
方程 的 影响 ,主要 结果 属于 侯 振 挺 、 李 俊平 ,张卫国 、 刘 再 明 . 
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e] 随机 脉冲 干扰 对 B - CKdV 方程 
扭 状 孤 波 解 的 影响 


$1 引言 


组 合 KdV 方程 
и, + auu, + bu’ u, + uz, = 0, (1) 
是 一 类 非常 重要 的 波动 模型 ,可 用 于 刻画 一 维 非 线性 晶 格 中 波 的 
传播 等 , 戴 世 强 [1] 应 用 约 化 摄 动 法 于 两 层 流 体 界 面 近 临 界 情形 
也 得 到 了 方程 (1) ,可 见 组 合 KdV 方 程 也 是 流体 力学 中 的 重要 模型 
方程 .由 于 在 实际 问题 中 耗 散 现 象 是 不 可 避免 的 ,因此 ,张卫国 [1] 
研究 了 更 一 般 的 Burgers 与 组 合 KdV 混合 型 方程 (简称 B - CKdV 
方程 ) 
и, + аши, + bu u, + ru, + ug, = 0 (2) 
的 精确 解 . 
周知 ,任何 事物 的 发 展 变化 过 程 中 都 受到 周围 环境 的 于 扰 和 
影响 ,而 这 种 干扰 一 般 都 是 随机 的 .本 章 主要 研究 随机 脉冲 干扰 对 
B - CKdV 方程 扭 状 孤 波 解 的 影响 . 
设 (2 ,BP 了 ) 为 一 完备 概率 空间 ,(E, 加 是 一 Polish 空 间 , 了 人 
1X(t,w);t < rlw) (Q Р) 上 取 值 于 E 中 的 逐 段 决定 的 
(H,,Q.)s.i - 过 程 (定义 20.1.2), 并 沿用 上 一 章 的 记号 . 
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$2 随机 脉冲 干扰 对 B- CKdV 方程 的 影响 


现在 ,我们 来 讨论 B - CKdV 方程 (1.2) 在 随机 脉冲 干扰 下 的 
影响 . 

易 知 ,(1.2) 的 行 波 解 u(x,1) = и(ё) = u(x - vt) 满足 常 微 
分 方程 


WCE) + ru (E) + Su) + Swe) - (E) = e, (1) 
其 中 с 为 任意 积分 常数 ,由 张卫国 [1] 定理 2 WII, b < 0, 行 波 
速度 "满足 + 6ь +3 < 0, 则 B - CKdV 方 程 (1.2) 具有 单调 的 
扭 状 孤 波 解 ， 


2 
u(£) = FA T + 60+ 35.) - 
2 
[- 34 = ic + 6v «25 )(64 &)] = 


г___ а (2) 


或 者 


2 
2 
[- +J - 4G + бо SI &)]4 
a 


= s= (3) 


此 时 ,进一步 根据 管 克 英 、 高 歌 [1] 命题 2.1 类 似 的 讨论 知 ,B - 
CKdV 方程 (1.2) 不 存在 钟 状 孤 波 解 
由 于 (2) 和 (3) 的 讨论 是 类 似 的 ,我 们 只 就 (2) 式 进行 研究 , 容 
易 看 出 
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T a= ETE үз NN c 
| = 2N b 2b Г Gh 25 
EE s (4) 
Í Ж, 23а >F a 
ш(+ ©) =- > V pir + 6v + 2B^ Je oe" 


AERA, (2) SRP ё, H u (0) = y 唯 一 决定 ,为 方便 起 见 ,我 们 记 满 
FE u (0) = y 的 孤 波 解 为 f(y,é&), 并 只 讨论 在 正 半 轴 (&$ 0) EE 
随机 脉冲 干扰 的 情况 ,对 负 半 轴 上 的 情况 可 以 类 似 讨论 . 
Ж |т„;п > 01 为 定义 在 完备 概率 空间 (2 Z P) 上 的 一 列 随 
机 时 刻 :0 =m < z, < z; < "<n < en 2.0. MK 
u (£) 在 & = 处 受到 随机 干扰 而 发 生 跳 跃 ,在 第 n 次 跳跃 后 的 
分 布 为 x ,wi(&) 受到 随机 干扰 后 实际 上 是 一 随机 过 程 ,我 们 记 
为 X(€), Wy 
P(XG; ) € A1 Хе) Hash e x" CA), 
A € .Жш(+ o),(u(- %)), (5) 
且 对 任意 n= 0,34 £ € [t,tn) 时 
X(&) = AA lr) E - ta). (6) 
根据 定义 20.1.2 TA, Х(2) KF 1c, ;n > 0] 是 逐 段 决定 的 
(Н, Qn )m=1 - 过程 . 因此 ,我 们 研究 孤 波 解 f(y,&)(& > 0) 在 随 
机 干扰 下 的 影响 ,就 等 价 于 研究 逐 段 决定 的 (五 ,, n)a - 过 程 
X(&) 的 性 质 . 
记 
G^ (Ey) A Plana = t =€ | X(z) = у), 
Gr (у) A L e“do"'(é,y). 
此 时 
jos0(e,y,4) = 
Р(Х(т, +ë) € Art -Ta > & | Х(т„) = у) = 


i CfCy , £)) (1 UE Су), (7) 
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q"'(£,y,A) = 
Р(Х(т„ +1) Є Asta - z, < ë | Х(т,) = y) = 
Е ууа (АЎ. (8) 
由 于 
Qo * Hi Cy, A) = hi Cy, 4); 
(o = H,.(y, A) = 
k=0 
ci (y) + [x (449 (А), m= 1, 
Gi (у) + LT [fx* an ct" га] Геб (a) м" (4,4), m » l. 
k=1 


因此 ,根据 定理 20.1.1 Sr Hl 
定理 1 对 任意 yE (ш(+ ©), u,(- ©)) My HR, u,(€) 
的 条 件 概率 的 Laplace 变换 为 
P,(y,A) - 


© т-1 
hy?(y,A) + 6 G) DITT (ао) ct? (2)] . 
[ее (dz)? (2,4), (9) 
此 处 规定 [| = 1. 


2 
定理 2 ib <0, THER v UE гг +60 + 30 < 0,1z'?; 


n z 11 (ш C e), u,(- %m)) 上 的 一 列 概率 测度 , 则 对 任意 y € 
(u(+ @),u,(- ®)), 


ЕХ A | e*E,LxCo) ae = 
Le Fy, EN - 69 (8, y))dé + 


GPs) n Ife an ctc») š 


"3. 


E e* [/(:,&)(1- c (е, 2) т" (de)dé. — (I0) 
TX С (Ё, у) = 1 — e" (n > 1), 
É 7 = | eet МР» 


© 
m=1 


qe JRD nae an 


从 而 
E,[ X(€)] = e f(y, £) + 


"M Eph Aee- Daar an 
证 明 “由 (7) 及 (9) MR 
EX = | e*& X(é)]dé = ЕХ 7,42) » 


fA? (yaz) + 6 DEFT x” octo) . 
[[£ Cu de) (аш) zii e*ae[ At" Ce, y ds) x 
PDL Паз сс) еа 

[Пао CE, иа) 9 (du) : 

[Гео да - G (£, y))dê + 

сое Cae) ot eag 
[v.a - се Сеш) x (du), 


特别 地 ,车 CO (Е, у) = 1- e(n > DI EO (y) = Paz H 
此 立 得 (11) 式 .其 次 由 
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C -— = f ег“ туре dé 
及 Laplace 变换 的 卷 积 公式 立即 得 到 (12) 5X. 
定理 3 设 定理 2 中 条 件 成 立 , 且 G (é,y) =1-e“(ns 
D 
(1) #Е[Х(т„)1 = [ox (y) > a (e ®) (nfo) 
Jim E,[ XC] = u (+ c), Vy € (u,(+ o),u,(- 9)). 
(13) 
(2) Hx (+) = x(-)(n > D,Jll v y € (ш(+ &),u,(- &)), 


JimE,[X(£)] = uf er |р) Сазда». (14) 


证 明 (1) 由 于 f(y,é) 关于 ЕЖЕ ИЖ x (Gu (+ œ), 
u(— o))) = 1, 易 知 
Jose) uy, VEO, 
HR 
ш(+ ©) < X(£) < ш(- е), 
从 而 由 (12) 得 
O<E,[X(é)] - u,(+ »)ze^f(y,£) + 


eS oif tae fe an — u,(+ %)) < 


eye) a e у) Чё)”. [atm (de) - щ(+ ®)). 


е > 0, 由 lim| z” (dz) = (ко) Ñ x 0,4 nm > 
N 时 ， 
0 < |= (42) - ш(+ о) < є, 


所 以 
lim E,[ X(€)] - ш(+ 9) < 
£-. 
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Jim e = wm) ur @)))4 


N m 

€ SV CHE)" 

2—41 т! 
m-i 


€ lim e Y UE)” Р 
从 而 lim E, X( ë) Ix ш(+ œ). 

(2) 根据 (12) 式 , 即 可 得 (14) 式 . 

定理 3(1) 表明 ,车 发 生 跳跃 的 时 间 间 隔 具 有 相同 的 负 指 数 分 
布 , 且 按 平均 意义 来 说 ,系统 的 跳跃 越 来 越 接 近 и, (+ %), 则 受 这 


种 随机 脉冲 干扰 的 孤 波 解 当 & 一 + © ВИЕ ш, (+ o). 


$3 В 一 CKdV 方程 在 固定 位 置 受 随机 干扰 的 影响 


现在 ,我 们 来 讨论 孤 波 在 固定 位 置 x 处 受 随机 脉冲 干扰 的 情 
况 . 与 上 节 类 似 ,我 们 也 只 就 a (2) 进行 讨论 , 令 


2 
u(x,t) = u(x — wt) =F 202 +604 32). 
2 
|22, - S (a saa EG ua = 


— ШЕТУ (1) 
固定 х, SRAR (3.1) SR & 由 w(x,0) 唯一 决定 , 记 满 足 u(x,0) = 
y 的 孤 波 解 u(x,t) 为 u(x,1,yY). 设 [zc;n > 0} (0 ,FP) 上 的 
一 列 随机 时 刻 :0 = to < c < z; < r € .X = |X(:);:t > 
ОЖ, зп > 0} ACH, , 0). -过程 , 且 对 任意 n = 0,441 € 
[zt ,rn 时 ， 

X(t) = u(x,t - r,,X(r,)), (2) 
并 假定 存在 (w (+ %),u(- %m)) 上 的 一 列 概率 分 布 |x' |, 使 
得 
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P(X(r,) € А | Xr, iir asm) = x (A). (3) 


id 
GU IY) A Pa - z =: | X(z.) = у), 
Єл (у) À F e“dG™ (t,y). 
此 时 
А0 (1, y, A) 2 
P(X(r, +t) € Asay = z; > tl Х(т,) = у) = 
,Cu(x,t,y)) * (1- G9 (1,5)), (4) 


qD (1,y,A) = 
РОХ (т.а) E А, ы =® SIA) = у) = 
gra. y) 2 xA. (5) 


定理 1 设 )< 0, 行 波 速度 > WE rn +604 34 < 0,1z "^; 
n > l| Jé(Qu C 9) ,u,(- %)) 上 的 概率 测度 序列 , 则 
E,.,X = [еи оа =G (yd + 


EP) SUPT fa (ae) 6 (2)] š 
m=1 k=l 
f e” fulet, - Q9 (t,2))2™(dz)dt. — (6) 


特别 地 , 若 C (1,y) = 1- e" (n > 1), 则 
E,,X = k e" e “u(x,t, y)dt + 


> Л, e [u(x,t y)x™ (dz)ds, (7) 


从 而 
E,[X(t)] = e“u(x,t,y) + 


E mt ml eite -s,z)m "(dz)di. (8) 
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证 明 “与 定理 2.2 类 似 可 得 . 
定理 2 REI 的 条 件 成 立 且 vw > 0,С|'”(ї,у) = 1 - 


(nz: 1), 


= 


(1) # Mim [z^ (dz) = ш(- œ), MI 
Jim E,X(t) = ш(- œ). 
(2) # x (+) = x(-)(n > 1), 
limE,[X(t)] = u| e {ulx,s,2)e(dz)ds. 
WEBB — (8) 式 ,类 似 于 定理 2.3 即 可 证 得 . 


§4 补充 与 注 记 


本 章 结果 属于 李 俊 平 , 张 卫 国 、 侯 振 挺 和 刘 再 明 . 
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第 is 
应 用 之 三 :金融 事业 


ee Jit 


$1 引言 


现代 期 权 定 价 理论 的 体系 始 于 1900 年 法 国 数学 家 L. Bacheli- 
er, 在 《投机 理论 ) 中 ,他 提出 了 最 早 的 期 权 定 价 模型 ,该 模型 用 漂 
BASH Brown 运动 刻 划 股票 价格 波动 规律 ,给 出 不 同类 型 的 
期 权 价格 的 理论 值 .L. Bachelier 模型 葛 定 了 现代 期 权 理论 的 基础 ， 
但 该 模型 假设 股票 价格 过 程 是 绝对 Beown 运动 ,这 人 允许 股票 价格 
为 负 , 与 有 限 债 务 假设 矛盾 ;另外 该 模型 忽略 了 资金 的 时 间 价 值 为 
正 , 期 权 与 股票 间 的 不 同 风险 特征 ,以 及 投资 者 的 风险 厌恶 ,因而 
在 应 用 上 受到 限制 . 

期 权 定价 理论 的 最 新 革命 开始 于 1973 4E, F. Black 和 M. 
Scholes 发 表 了 他 们 关于 期 权 定价 的 经 典 论文 《期权 与 公司 的 债务 
的 定价 》, 提 出 了 一 个 完整 的 期 权 定价 模型 ,获得 了 期 权 定价 的 数 
学 公式 . 稍 后 ,R.Merton 发 表 了 《计算 期 权 合理 价格 的 理论 》, 在 若 
干 重要 方面 作 了 推广 .为 此 ,1997 年 诺 贝尔 经 济 学 奖 授 予 M.Schol- 
es 和 R. Merton, 以 表彰 他 们 和 去 世 的 F. Black 在 期 权 定价 方面 开 
创 性 的 工作 ,这 些 最 具 革 命 性 的 里 程 碑 式 成 果 , 引 发 了 第 二 次 “ 华 
尔 街 革 命 ”, 在 理论 和 实践 中 都 有 特别 重要 的 意义 .他 们 的 理论 是 
促成 如 今 金融 市 场 繁 荣 的 重要 因素 ,他 们 在 金融 学 从 描述 型 向 分 
析 型 的 转变 起 了 中 心 作用 . 

在 Black — Scholes 的 期 权 定 价 模型 提出 之 后 ,分 析 型 金融 学 以 
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前 所 未 有 的 速度 发 展 .随机 过 程 理论 ,特别 是 马尔 可 夫 骨 架 过 程 理 
论 将 在 期 权 定价 中 起 着 越 来 越 重要 的 作用 ,本 章 主要 介绍 马尔 可 
夫 上 骨架 过 程 理论 在 几 种 期 权 定价 模型 中 的 应 用 . 


$2 Merton Bt -扩散 期 权 定 价 模型 


在 Black — Scholes 期 权 定 价 模型 中 ,最 基本 的 假设 是 股票 价格 
的 运动 过 程 是 连续 轨道 的 随机 过 程 ,如 果 这 一 假设 不 正确 ,那么 模 
型 中 给 出 的 价格 就 可 能 出 现 偏差 .实证 分 析 表 明 ,股票 价格 的 连续 
性 假设 常常 是 不 正确 的 ,而 呈现 间断 的 跳 空 过 程 . 

1976 年 ,Merton 推广 了 Black — Scholes 模型 ,建立 了 股票 价格 
的 跳 — 扩散 模型 . 

Merton 将 股票 价格 过 程 分 为 两 部 分 :其 一 是 连续 部 分 ,表示 股 
票 价格 的 “正常 ”波动 , 即 由 股票 的 供求 关系 或 一 些 细小 的 信息 到 
达 使 得 股票 价格 进行 一 些小 的 波动 ,用 Brown 运动 来 刻 划 .其 二 是 
不 连续 部 分 , 即 跳 跃 , 因 一 些 重 大 的 信息 (如 重大 经 济 政治 改革 等 ) 
到 达 使 股票 价格 发 生 大 的 波动 ,用 Possion 过 程 来 刻画 .因此 ,股票 
价格 过 程 实质 是 一 特殊 的 马尔 可 夫 骨 架 过 程 .如 果 不 考 虑 连续 部 
分 , 当 在 t 到 1 + h 内 有 一 个 重大 信息 到 达 时 ,有 S(t + h) = 
S(1)Y, 其 中 了 为 一 非 负 随机 变量 ,因此 可 设 股 票 价 格 过 程 SCIO 
满足 随机 微分 方程 : 


EO] = (a - Ak)dt + adz(1) + dq(1), (1) 


其 中 a 表示 股票 期 望 收益 率 ,为 常数 ;o? 表示 没有 重大 信息 到 达 时 
股票 收益 率 的 方差 ,为 常数 ;z(t) 是 标准 Brown 运动 ;g(1) 是 参数 
为 的 Possion 过 程 ;k = E(Y - 1), Y -1 为 股票 价格 的 相对 跳跃 
高 度 . 随 机 微分 方程 (1) 可 重 写 为 : 
dS(t) 7 in - Ak)dt + adz(t),  Possion 事件 没有 发 生 ; 
S(t) ~ l(a- Ak)dt + adz(t) + (Y 1). Possion 事 件 发 生 . 
(2) 
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定义 W(t) A FCS.0 为 期 权 在 4 时 刻 的 价值 ,其 中 下 关于 1 
一 阶 可 导 连 续 ,关于 5 二 阶 可 导 连 续 . 

定理 1 设 由 跳 产 生 的 风险 为 非 系统 风险 , 则 FF 满足 下 面 的 
微分 方程 : 


E; +r = BSF. + Q9 s. + Ae(FCSY, r) = 


F(S,t)) = rF, (3) 
其 中 下 的 下 标 为 偏 微分 算 子 ,se 是 关于 了 的 期 望 算 子 . 
证 明 由 (1) 式 有 
n = (ay – Aky)dt + owdz + dqy, (4) 


其 中 ,aw 是 期 权 的 期 望 收益 率 ;o% 是 无 重大 信息 到 达 时 ,期 权 收 
益 率 方差 ;gw 是 参数 为 4 的 Possion 过 程 ;ky = e( Ypy - 1), Yy - 1 
是 跳跃 发 生 时 期 权 的 相对 跳跃 高 度 ,e 是 关于 Yy 的 期 望 算 子 . 

由 ITO 引 理 有 : 


WE ies, + (а AR)SF, + F. + 


AECFCSY,1) – F(s,t)]/F, (5a) 
or = Р. (5b) 


考虑 一 包含 债 卷 \ 股 票 和 期 权 的 证 券 组 合 ,其 比例 分 别 为 x,、 

X2 和 x(x +X + x; = 1) . 记 此 组 合 的 价值 为 P, 则 组 合 的 收益 率 
可 表示 为 : 

te = (a, – Ak, )dt + o,dz + dq,, (6) 


其 中 a, 是 组 合 的 期 望 收益 率 ;c? 是 无 重大 信息 到 达 时 ,组合 收 益 
率 的 方差 ;g, 是 参数 为 4 的 Possion 过 程 ;局 = e( Y, - 1), Ү,-1Ж 
组 合 的 相对 跳跃 高 度 ,e EAT Y, 的 期 望 算 子 . 
由 (1) 式 ,(4) 式 有 
a, = xy(a - г) + (Ur г) +r, (7a) 
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G, = X0 + X30y. (7b) 
БСУ): FCS. 2) 

F(S,t) š 
WER x, = x) ,x; = x; (Ë xi G + x} oy =0, 则 (6) 式 可 写 为 


(7c) 


Y,-1 = СУ: Лу 


dp- = (af -Akcja + aq". (8) 
由 假设 跳 产 生 的 风险 为 非 系 统 风险 , 则 а, = r. 因 此 我 们 得 
到 方程 组 
es dd aaa ы = r, - 
X; G + х бұ = 0. 
将 (5) 式 及 xí + x; + x3 = 工 代入 (9) 式 , 即 得 (3) R. 
定理 2 设 跳 产生 风险 为 非 系 统 风险 , 则 标准 欧式 看 涨 期 权 
F ЕВ] c 的 价值 为 : 
F(S,r) = 


У == (W(SX, exp(- Акс), т; К,о°,г)). (10) 


其 中 * = = 7 了 -1,7T 为 到 期 日 ;K 为 期 权 的 执行 价格 ; #(5,т;К, 
а?,г) = Só(d) - Kexp( - rr) ®(d,), @( `) 为 标准 正 态 分 布 函 


2 
log( S/K) + (r + 


d, =— ,NoT = d, - oVr;e, EAF X 的 期 
сүт 


ЕТ, X, = IY, Y; -1 为 第 j 次 相对 跳 路 高 度 ,Y。 = 1. 
证 明 ”根据 标准 期 权 的 定义 ,只 需 证 明 (10) 式 为 (3) 式 的 解 ， 
及 (10) 式 满足 下 面 的 边 值 条 件 和 终 值 条 件 : 
Е(0,т) = 0, (1) 
F(S,0) = (S - K)*. (12) 
> 
P,(r) = exp(-Ar)(Ar)"/n!, V, = SX,exp(- Akr). 
H (10) 式微 分 得 : 
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SF, = >) P,(z)e, (V,W,), (13) 
SF, = У\Р,(т)е, (VW), (14) 
n=0 
F, =- F, = AF + Ak) P,(r)e,(V,W;) - 
n=0 


>) Pe Wm) - а }) Qn eman) T, (ру = 
AF + AKSF, – Y P, Ce)e, (T) - 
n=0 


1 SP (y. WO ed (15) 
HP m = n-1. 


e,(F(SY,r)) = e Y P, Ge OX V,Y,7;K,o",r)) = 
n-0 


SB. GeaQOCG vn. iK). (16) 
п=0 
H (13) - (16) 式 得 
les. + (y - A)SF, + Ё, РР = 
УР, (т), (1o VW, + rV, – W, – rW) - 
п=0 
AKSF, + AF + AkSF, — 


AY P Ge a OR Vac; KY ,r)) z 


- Ae, (F(SY, c) - F(S,T)). (17) 
由 于 WWE Black - Scholes 微分 方程 ,因此 对 每 个 n 有 
io VW, + rV,W, — W, - rW = 0. (18) 


将 (18) 代入 (17) 式 , 整 理 得 (3) 式 , 即 Е(5,т) 满足 (3) X. 
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当 S = 0 时 , 则 对 任意 rn 有 VW = 0, 而 (0, г; К,0°, г) = 0, 
所 以 F(0,r) = 0. 即 F(S,c) 满足 边 值 条 件 (11). 
由 欧式 期 权 定 义 有 : 
e (W(V,,0sk,o^,r)) = eCCV, - K)) = 
e (V,) = S(1 + k)". (19) 
于 是 


lim?) P,(r)e, CW) < 
. x Sexp(- Ат)[(1 + k)ar]" _ 
lim >) exp( оп + К)Ат] № 


limSexp( – Ат) (ехр((1 + k)à - 1) = O. (20) 
因此 
F(S,0) = limF(S, z) = 
lim(Po(r)eo( W(Vo,r;k,o ,7))) = (S - К)", 
PD F(S,c) 满足 终 值 条 件 (12) . 


$3 Merton — 扩散 期 权 定价 模型 的 推广 


在 Merton BE — 扩散 期 权 定价 模型 中 ,假定 重大 信息 到 达 引 起 
股票 价格 的 相对 跳跃 高 度 度 为 同一 随机 变量 ,而 实际 上 股票 价格 
的 相对 跳跃 高 度 与 引起 的 信息 相对 重要 性 有 关 . 本 节 推 广 了 
Merton Bk - 扩散 模型 ,在 股票 价格 为 更 一 般 的 马尔 可 夫 骨 架 过 程 
下 ,给 出 了 类 似 Merton 的 结果 . 

假设 市 场 上 存在 两 种 可 连续 交易 的 证 券 ,其 中 一 种 为 无 风险 
证 券 , 称 为 债券 .其 价格 过 程 BCL) 满足 微分 方程 


= = гі,  B(0)=1, (1) 


其 中 т 为 无 风险 利率 ,为 常数 ; 另 一 种 为 风险 证 券 , 称 为 股票 ,其 价 
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格 过 程 SCO 满足 随机 微分 方程 


C k k 
g5 = (и - > Ат) + odz + У) Хд, (2) 
i=l i=} 


其 中 í 是 股票 的 期 望 收益 率 ,为 常数 ;o? 是 无 跳跃 发 生 时 股票 收 
益 率 的 方差 ,为 常数 ;2Z 是 标准 Brown 运 动 ;gq,(i = 1,2,…, 上 ) 是 上 
个 相互 独立 的 参数 为 4,(i = 1,2, ---, k) 的 Possion 过 程 ,是 与 Z 独 
W3X,(i = 1,2,…, 上 ) 是 第 i 个 Possion 过 程 发 生 跳跃 时 ,股票 价格 
的 相对 跳跃 高 度 ,为 一 随机 变量 ,有 其 无 条 件 期 望 为 m. 

ii V(t) = F(S,¢) 表示 执行 价格 天 ,到 期 的 了 的 欧式 看 涨 其 
权 在 时 刻 : 的 价格 ,其 终 期 收益 为 

F(S,T) = (5, – KY, (3) 

其 中 F XF 一 阶 可 导 , 关 于 S 二 阶 可 导 连 续 . 

定理 1 设 跳 产 生 的 风险 为 非 系统 风险 , 则 股票 价格 过 程 服 
从 (1.2) 的 欧式 期 权 价值 FCS, t) 满足 价值 方程 


k 
LASF, + (r = 3Am)SF, + F, -rF + 
i=l 


k 
2 Mei(F(S(1 + X),1) - Е(5,1)) =0, (4) 


其 中 的 下 标 是 偏 微分 算 子 ,e, 是 关于 (1 + X.) KIBAT. 
定理 2 F(s,r) 的 值 为 : 


ES = (à, т)" e*t (A r)" et 
F(s, = eae кышт се Oe ше ®, 
(ьт) z 2 n! n! 


SNL ONT + Xi, "Ta +Xy),73K,r,0°], (5 
其 中 r = 了 - ,表示 距 到 期 的 时 间 ; CS, r; K. ra) 是 B -3S 期 
权 定价 公式 ;es s джа + Xy, [Ta + Xy) 的 期 望 算 
T(X, =0,i = 12,7 DO, 是 表示 第 ; 个 过 程 第 天 次 中 的 相 


对 高 度 . 
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§4 具有 不 连续 利率 的 期 权 定价 模型 


本 节 讨 论 股 票 价 格 和 无 风险 债券 价格 都 为 马尔 可 夫 骨 架 过 程 
的 期 权 定价 模型 . 设 无 风险 债券 价格 BU) 和 股票 价格 SCO 分 别 


满足 随机 微分 方程 : 
dB =- (zs — àka)dt + cadZs + Xadq, (1) 
93 = СРИ (2) 


其 中 рв, 分 别 表 示 债 券 和 股票 的 期 望 收益 率 , 为 常数 ;oa ,a 分 别 
表示 无 跳跃 发 生 时 债券 和 股票 收益 率 的 方差 ,为 常数 ;Z， 和 2Z 是 
标准 Brown 运动 ,其 相关 系数 为 p;g 是 与 Zs ,2 独立 的 参数 4 的 
Possion 过 程 ; Xs ,站 分别 表示 债券 和 股票 的 相对 跳跃 高 度 ,其 无 条 
件 期 望 分 别 为 ks ,. 

ic V(t) = F(5,B,i) 为 执行 价格 KK, 到 期 日 7 的 欧式 看 涨 期 
权 在 时 刻 ¢ 时 的 价值 ,其 终 期 收益 为 

F(S,B,T) = (Sr - K)'. (3) 

其 中 下 关于 1 一 阶 可 导 , 关 于 S,B 二 阶 可 导 连 续 . 

定理 1 设 跳 产 生 的 风险 为 非 系统 风险 , 则 债券 价格 和 股票 
价格 分 别 服从 (2.1), (2.2) 式 的 欧式 看 涨 期 权 的 价值 F(S,B,1) 
满足 下 面 价值 方程 : 


pi + Ie Fa + propSBF', — 

AkSF, – Ak,BF; + Е, + 

Ає[Е(5(1 + X), B(1 + X),1) - F(S,B,t)] = 0. (4) 
证 明 ”由 (1),(2) 式 知 期 权 的 收益 可 表示 为 


a = (yi, = Ade pede vsin 4. Xidg. (5) 
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其 中 / 表示 期 权 的 期 望 收益 率 ;o, ,oyw DISA AIT ЫЕ; X, 为 期 
BUT EDS BEER F8 BE , 且 无 条 件 期 望 为 ,由 ITO 引 理 有 : 


п, = [6-26 Fy + 1 oB? Fy + LOS SBF y; + 

(м - Ak) SF, + (pg — Akg) BF, + Е, + 

Ae( F(S(1 + Х),В(1 + X5),1) - FCS,B,t]/F. (6a) 

в, = en, (6b) 
свВЕ 

Oy = оа: (6c) 


X, = [F(S(1+ X),B(1 + X3),1) - Е(5, B,t)]/F, (6d) 
其 中 ,e 是 关于 (1 + X) 和 (1 + Xs ) 的 期 望 算 子 . 

考虑 一 包含 债券 股票 和 期 权 的 证 券 组 合 , 其 价值 分 别 为 xi , xt， 
和 ra, E z, + m; + zs = 0, 记 此 证 券 的 价值 为 P, 则 组 合 收 益 为 


s = (u, - Ak,) + o,dz + opadzs + X,dq, (7) 


其 中 k, AX, 的 无 条 件 期 望 . 
由 (1),(2) 和 (5) 得 
By = Tie + Me T ps 
0, = 730 + 730, 
Opp = T,0g + 730ув 
X, = mi Xo + mX + m [F(S(1+ X),B(1 + X5),t) - F(S,B,t)]/F. 


(8) 
选取 Z) = Z| ,za = NA2 ,73 = m, 使 得 
Ni O + mi oy = 0, лү Og + m; Om = 0. 
记 此 时 组 合 的 价值 为 P" , 则 
aP™ = qu - àk; )dr + X; dq. (9) 


由 假设 跳 产生 的 风险 为 非 系统 风险 , 且 此 组 合 为 零 投 资 组 
合 , 则 资产 的 期 望 收益 率 为 零 , 即 /= O. 
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于 是 得 到 下 面 的 方程 组 
лү fy + Z; Ë + m; py = 0, 
É с + m; oy = 0), (10) 
Лү Gg + 73 Gy = 0. 
Hears =- (rr + zm; ) 代入 上 方程 组 得 
mi (ps — uy) + m; (p — ру) = 0, 
КИСА = 0, (11) 


лү (ов _ св) = л; був = 0. 


此 方程 组 有 非 零 解 的 充 要 条 件 为 
二 = = — ee = a= ав = zw (12) 
性 一 Ar б — Oy 一 Ow 
将 (6) HARA (12) 式 得 
F = SF, + BF,. (13) 


FOS Fy + QA Fn F paa SBF v + 


(p — Ak) SF, + (иь = Akg) BF; + Е, + 

Ae[ FCS(1 + X), B(1 + X5),1) - F(S,B,1)] - 

uF = 0. (14) 
将 (13) 代入 (14) 即 得 到 方程 (4) . 
定理 2 F(S,B,c) 的 值 为 


F(S,B,r) = У) en" euis] Ta rX, 
n=0 w i= 


B] [ (1+ Xa)e"", с), (15) 
其 中 + = T - r, H(S, B, с) 表示 没有 跳 时 Merton 的 随机 利率 模型 
期 权 价值 ,e, 是 关于 [а + x) A] [G + Xa) MBIT, = 
0 = 0). = ш 

可 验证 F(S,B,c) 满足 方程 (4) 和 边 值 条 件 (3) . 


* 328 ° 


nu 
UJ 
s: 
xB 
= 
Bi 
ЈА 
ST 


可 夫 过 程 与 风险 模型 (]) 


§1 引言 


风险 理论 产生 于 保险 公司 承保 项 目的 可 行 性 研究 .风险 理论 
已 发 展 了 很 长 一 个 时 期 ,较为 系统 的 理论 形成 始 于 Lundberg[ 1,2] 
和 Cramér[1,2,3], 他 们 建立 了 风险 理论 与 随机 过 程 理论 之 间 的 联 
系 .关于 风险 理论 系统 的 论述 当 推 Gerber[2] 与 Grandell[ 1]. 

近 二 十 多 年 来 ,随机 过 程 的 一 般 概念 与 结果 在 风险 理论 特别 
在 有 关 破 产 问题 的 研究 中 的 地 位 不 断 提高 .应 用 随机 过 程 的 标准 
结果 来 研究 风险 理论 的 方法 ,不 仅 大 大 简化 了 经 典 结 果 的 证 明 , 而 
且 可 解决 许多 新 问题 ,如 平均 破产 时 间 ,破产 瞬间 前 后 盈余 额 的 分 
布 , 破 产 前 最 大 盈余 额 的 分 布 , 引 起 破产 的 索赔 额 的 分 布 ,以 及 从 
破产 到 恢复 期 间 最 大 亏损 额 的 分 布 等 .在 相关 文献 中 ,这 种 方法 通 
常 称 为 蒜 方 法 .主要 思想 是 通过 构造 适当 的 识 来 推导 所 求 . 这 种 思 
想 始 于 Gerber 1) ,并 在 各 种 各 样 推广 模 型 的 研究 中 得 到 不 断 的 发 
展 . 例 如 ,Harrison[ 1] , Gerber[ 2], Delbaen & Haezendonck[ 1] ,Dassios 
& Embrechts[ 1 ] , Pauflsen[ 1 ] , Embrechts & Schmidli[ 1 ] , Muller[ 1 ] #ll 
Paulsen & Gjessing[ 1] 等 .推广 的 模型 大 致 可 分 为 两 类 :一 类 是 扩散 
过 程 , 带 跳 扩散 过 程 甚至 半 吉 模型 ; 另 一 类 是 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 
程 模型 . 

保险 风险 理论 发 展 至 今 ,形成 了 多 种 处 理 风险 模型 的 方法 .一 
般 说 来 ,所 需 蒜 的 构造 需要 技巧 ,而 基于 和 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 理 
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brechts 在 1984 年 就 指出 的 那样 , 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 (PDMP) 
为 保险 风险 理论 的 研究 提供 了 标准 的 理论 .本 章 的 重点 自然 是 基 
于 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 风险 模型 研究 的 系统 化 方法 的 介绍 .有 
鉴于 风险 理论 研究 所 关注 的 焦点 问题 ,一 直 是 破产 概率 的 计算 与 
估计 ,风险 理论 中 其 他 问题 的 结果 这 里 少 有 提 及 . 


$2 经 典 风险 模型 与 蒜 方 法 


一 般 说 来 风险 模型 由 三 个 过 程 组 成 : 

(i) 保费 收入 过 程 | U,,t € К, |, U, 表示 在 (0,t] 内 收 到 的 总 
保费 ; 

(1) 索赔 到 达 的 计数 过 程 |N, ,上 € К, |, N, 表示 在 (0,:] 内 发 
生 的 索赔 总 次 数 ; 

(iii) 索赔 额 序列 | Y,,n € NI, Y, 表示 第 n 个 索赔 的 索赔 额 . 

在 一 般 保 险 风险 理论 中 , 人 们 关心 的 是 所 谓 的 盈余 过 程 
(surplus process) , 它 表 示 保 险 公 司 的 盈余 (或 累积 资本 ) . 若 定 义 
Y, = У)" 工 , 它 称 为 索赔 总 额 过 程 ,表示 在 (0,+] 内 的 索赔 总 额 
TE HRUE 

X, = U;—-Y;, EER; 
VÀ ф(х) RAZ A BT АО. ET WER х 88 
函数 . 记 
T = inf{t | X, < 0} 
(AE info = o ) , 它 称 作 破产 (发 生 的 ) 时 刻 . 则 有 
ф(х) = P.(T < ©) = P(T < œ | X, = х). 
而 
d(x,t) = P(T < t| X, = x). 
表示 在 (0,1] 内 破产 的 概率 . 它 亦 可 视 作 初始 盈余 x 的 函数 . 
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风险 模型 的 最 简单 情形 为 经 典 风险 模型 .经 典 风险 模型 需要 
如 下 附加 假设 : 

1. {ЕЛНИ AGH U, Є К, | 为 时 间 1 的 决定 性 函数 ， 

C= e+, IER, 

其 中 ,e 是 一 常数 , 它 表示 单位 时 间 内 收 到 的 保费 ;x 为 初始 盈余 
(或 称 初始 准备 金 ) . 

П. 索赔 到 达 的 计数 过 程 | N, ,xz € К, | 为 一 齐 次 Poisson 过 程 ， 
具有 参数 A. 

Ш. 索赔 额 序列 | Y ,n € N| 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 ,有 
共同 分 布 函 数 G. 

IV. 索赔 计数 过 程 | N, ,上 € В, | 与 索赔 额 序列 | 了 Y,,n € N| 相 
互 独立 . 

这 里 我 们 把 经 典 风 险 模 型 纳入 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 
(PDMP) 的 框架 . 

命题 1 ”经典 风险 模型 的 盈余 过 程 


X, =+- AY, t€ R,, 


是 状态 空间 为 E = R 的 齐 次 逐 段 决 定 强 马尔 可 夫 过 程 ， 具有 三 元 
特征 
@(t,x) = x+ ct, F(x,t) = е“, 
Q(x,t,dy) = dG(o(t,x) - y) 
(其 中 ,x € R,t € R, ) .广义 生成 算 子 只 有 绝对 连续 部 分 且 
Af) = е), Ls Ly) = Fa]acOD) (0 


证 明 Pid cn = 1,2,… 58 n ЈК Ж], WA 
余 过 程 
= Yolen, X. Hg a SIET 119 Є R 5 
TAB cultu ro = 0) .由 附加 假设 I 知 ， 
g(t,x) =z+c，xzERIEGER. 
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而 由 附加 假设 I HL PA SPS Hs HG A Za [8] ЕГ ЇН] AR REFS] | m, — 
c.n = 1,2,…| 为 独立 同 指数 分 布 (参数 为 4) 的 随机 变量 序列 . 
故 有 

F(x,t) = Р,(т » 1) e", 1€R,. 

再 由 附加 假设 LIV XC Y, = X, -,Х, уп = 2,78 
Q(x,t,dy) = P(X, € dy | zi) 1, = dG(g(t,x) - y). 
容易 验证 ,三 元 特征 o, F, Q 满足 定理 3.5.1 WARE, Mit | X, | 为 

逐 段 决定 齐 次 强 马尔 可 夫 过 程 . 
注意 到 , 指数 分 布 F 为 连续 型 分 布 , 其 广义 生成 算 子 只 有 绝 
对 连续 部 分 .再 由 定理 12.3.4, 其 广义 生成 算 子 A 具有 式 (1) 的 形 
x ' 
进一步 假定 
V.A= z -1 > 0, 其 中 1/y 表示 单个 索赔 额 的 均值 EY，< 
这 意味 着 单位 时 间 内 所 收 到 的 保费 超过 单位 时 间 内 所 支付 的 
索赔 额 的 均值 .我们 称 A 为 相对 安全 负荷 ,条 件 V 亦 称 为 净 收 益 条 
件 . 
命题 2 ”在 经 典 模型 中 , 若 索 赔 额 分 布 G 为 参数 为 u 的 指数 分 
布 , 则 破产 概率 
ф(х) = P.(T < ©) = Qu, x ER,. (2) 
证 明 ”由 命题 1 的 (1) 式 ,此 时 广义 生成 算 子 取 如 下 形式 : 
Af(x) = e Ha) + AL fo - y)ue" dy - f(x)]. 


Fy (| f(X,)| 为 款 , 由 定理 12.2.5, ARG fA Af = 0 的 解 且 满 
E 
E», 1f(X,) - ХХ, )1< œ. (3) 


首先 ,我们 求 积分 - 微分 方程 Af = 0 形 如 f(x) = e^ 的 特 解 .将 
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f(x) = er 代入 方程 ,得 
c + (си — А)» = 0, 

ЗЕ AR v =- Ro : =- (p - A70), 4 f(x) = e%*. 由 附加 假设 
V( 净 收益 条 件 ) 知 ,R = u- А/с > 0. 显 然 ,f 满 足 (3) 式 .从 而 ， 
A(X.) ER. 

XHBRLACX) AFARS O, T A tlt > 0) ,应 用 Doob 可 选 
定理 得 

e^* = E[e ^*^], tE Rš; 

于 是 

e^* = E le Iren] + Е, lern], tER,. 


EEA, lime У) Y,/n = l/p a.s. 及 [T = ©] = [lim,.. N, = 
o ] 蕴含 


TOC PME S NUT 887), 
r-o Í H 


M lim... X, = X, = © a.s. F(T = om]. 由 控制 收敛 定理 
e ^* = Е, [ео]. 
而 上 式 右 端 等 于 P.(T < ®)Е,[е oz | T < o]. 所 以 ,我 们 有 
因此 ,我 们 只 需 计算 上 式 右 端的 分 母 . 
E,[e ^ IT«o]z- 
E,{E,[e% |Z ,T«o]IT < «| 
EIE; [4575 (x, FS X UT al] | 92 wl 


ф(х) = P(T < œ) = 


E. eue dy T< œ} = 
0 


E. VT IT« о | pm. 
上 面倒 数 第 三 个 等 式 是 由 于 指数 分 布 的 无 记忆 性 .这 就 得 到 了 经 


典 的 公式 (2), 命 题 得 证 . 
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经 典 模 型 虽然 简单 ,但 从 上 述 命题 的 证 明 中 ,我 们 可 以 得 出 应 
用 PDMP 理论 研究 风险 模型 的 一 般 方法 : 

Г. 将 风险 模型 纳入 PDMP 框架 ,得 到 PDMP! Y, | ; 

П. 确定 过 程 1X,| 的 广义 生成 算 子 A, 并 求解 方程 Af = OCF 
€ A)). 事 实 上 ,我 们 仅 需 一 适当 的 特 解 . 

HI. MARTAS) 以 寻求 原 风险 模型 的 结果 . 

下 面 我 们 把 这 种 方法 应 用 于 经 典 模型 其 他 重要 结果 的 求解 . 

定理 1 在 经 典 模型 中 , 设 索 赔 额 分 布 G BJ Laplace - Stieltjes 
变换 

G(s) = | eac). 


在 某 区 间 (- d,0](d > 0) 上 是 两 次 可 微 的 且 lim, 46 (s) = = . 则 
对 所 有 的 0 > 0 存在 方程 

B es 4 X[GC- ss YT-=:0 
的 唯一 根 R, Н{ Фе ^e ^s 是 一 著 . 

WEBB ”由 命题 1 A, RX, 为 齐 次 强 马尔 可 夫 过 程 ， 
当然 亦 可 视 作 非 齐 次 马尔 可 夫 过 程 .于 是 ,时 间 - 空间 过 程 1(1， 
X.) 亦 为 逐 段 决定 齐 次 马尔 可 夫 过 程 ,具有 广义 生成 算 子 

Af(t,x) = MR a e 


2E, " flt,x - y)dG(y) - f(r,z)], 


# f € HAA). ГОРАН - 微分 方程 Af(1,x) = 0 的 形 如 
^e 的 特 解 .代入 方程 Af(1,x) = 0 即 得 
10: вр al EC. 2) —1] = 0. 
注意 到 6 两 次 可 微 与 凸 性 ,对 任意 9 > 0 上 面 方程 存在 唯一 正 根 
Ry .注意 到 净 收益 条 件 , 函 数 f(1,x) = ee 入 显然 满足 


Es 


从 而 由 定理 12.2.5 知 ,e-*e%* 是 一 著 . 于 是 定理 得 证 . 
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МО = ORTAR R, = R, 通常 称 为 调解 系数 .于 是 由 定理 1 ЖП 
es 是 一 蒜 . 类 似 于 命题 2 证 明 中 的 推导 可 得 
er ae (igo o WE 
ф(х) = PT < ©) = Е(® | Tew): (4) 
又 由 于 了 (ez | T < ©) > 1,1719 
ф(х) = P,(T < ©) < e %*, 
此 不 等 式 称 为 Lundberg 不 等 式 .一 般 说 来 ,E(er%zz | T < о) JF 
不 像 命题 2 中 那样 容易 计算 .这 也 正 是 Lundberg 不 等 式 著 名 的 原 
Н. 
定理 2 ”如 果 经 典 模型 满足 净 收 益 条 件 V, 则 
e ^* e Res 
m (Ro) < P,(T < o) < „(КЭ 


其 中 
m,(Ry) := Tael е, 
ev e^" dG( y) | 


m,( Ro) :三 nt 
1 - C(x) 


x>0 
证 明 因为 
E,[e ^5 J ier oo ] z 
EÍI[E,(e*|X.,T«o)| T > ©] = 
-ьҗх-[° „у 
sr T 区 nudi 
= CCE 


su Bu evan m, ( Ro) 
түс = GG) 


所 以 ,由 (4) RA 
e ^* 


P.(T < œ) = mR) 


类 似 可 得 
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e й? 


PAT < c) 5 RS) 


这 便 证 明了 定理 . 
作为 定理 2 的 应 用 , 取 6 为 参数 为 (2,a) 的 Gamma 分 布 ,有 分 
布 密度 a ye”,y > 0. 则 由 定理 有 


(S = Ку = P (7 z c) E (2 ere. 
定理 3 ”在 定理 2 的 条 件 下 ， 
Се) a 
=== x TUS m AC 


证 明 XP HR еә 应 用 Doob 停止 定理 ,得 

е = Е, [е 7^?e t] = 

Е, [е "e ^* | T<t]P.(T<t)+ 

Ele eS | T » +]. CP з), 
与 命题 2 证 明 中 的 推理 类 似 .由 控制 收敛 定理 , 当 , — % 时 ,上 式 
右 端 第 二 项 趋 于 零 .所 以 ， 

ev = Е, [ее | T < o]P,(T < ә). 

等 价 地 ， 


E. [e e | T< e] = EU ex 
HAAS 
E.[e Tek | T< е] = 
Ee ^"r| T < @ J. ^-^, 
亦 即 


E, [e|4»-* € 4-97 - A. | m < о] 
E,.[e^'r | T < х) š 
e 9-6), 
对 上 式 关 于 9 求 导数 并 令 9 = 0,18 
E. [ (= ACR) ec) Tore? 17 @] 
E, (c^ | T < œ) + 
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E(X, ^ Tec) | 
Ej(e*?|T<m) = * 


Н, 34 x — o ht, 
EG] T < 2) al ОВУ у, 
所 以 
p MAP Tem). к 3 
is d Ac — Ас 
证 毕 . 
定理 4 ”在 定理 2 的 条 件 下 ， 
Wet) a jop MG R) - D]: Rl (s) 
其 中 m, 的 定义 如 定理 2. 


WEBB [Ж ЕШ, {йе ^ e^ | 应 用 Doob 停止 定理 ,有 
e^ = E.[e Ter | T < :]P.(T < t) + 
E,[e^e 55 | T > +]P.(T > t). 


因此 
e > E,[e Ter | T < :]0(x,t). 
此 式 可 改写 为 
e^ > E, [ef 45 CM) -DT -RM PFs t]9(x,1). 
所 以 对 任意 0 > 0 有 ， 
dd [eM | p < 1) h(x,t). 
类 似 于 定理 2 证 明 中 的 推导 ,我 们 发 现 


EL[e"" | T < t] > m,(R). 
这 样 就 得 到 了 (5) 式 .定理 得 证 . 


$3 经典 风险 模型 的 推广 与 一 维 PDMP 


近 二 十 年 来 ,保险 风险 理论 的 研究 基本 上 是 经 典 模型 的 改造 
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与 推广 ,使 得 模型 更 贴近 于 实际 ,结果 更 具 可 操作 性 .作为 极 具 针 
对 性 的 应 用 学 科 , 风险 理 论 除了 追求 模型 及 其 结果 的 一 般 化 外 , 它 
更 重视 模型 假设 的 合理 性 与 结果 的 可 操作 性 , 而 后 者 更 造就 了 风 
念 理论 研究 内 容 的 丰富 多 采 .Grandell[1] 给 出 了 模型 如 下 可 能 的 
推广 方向 : 

(i) 保费 可 能 依赖 于 保险 业务 的 现状 . 当 盈 余额 很 大 时 ,相对 
安全 负荷 可 小 些 ; 反 之 ,相对 安全 负荷 可 大 些 . 

(ii) 通货 膨胀 率 与 银行 利率 等 经 济 环境 因素 可 以 加 入 模型 . 

(iii) 索赔 的 到 达 的 计数 过 程 可 用 较 Poisson 过 程 更 一 般 的 点 
过 程 来 描述 . 

本 节 模 型 作为 经 典 模型 的 推广 ,其 基本 特点 是 ,保持 芥 余 过 程 
X, 本 身 为 逐 段 决 定 马 尔 可 夫 过 程 (PDMP). 

1. 预备 知识 . 

定义 1 一 个 函数 f 称 为 一 个 (有 限 或 无 限 ) 区 间 上 的 完全 单 
调 函 数 ,如果 它 在 该 区 间 上 具有 所 有 阶 的 导数 , 且 对 所 有 n 0 
该 区 间 上 的 有 

(- D'f? (s) > 0. 

S. Bernstein f$] Y К, 上 测度 的 Laplace - Stieltjes 变换 的 如 下 
有 用 特征 . 

定理 1 定义 在 (0, о) 上 的 函数 /是 完全 单调 的 充分 必要 条 
件 是 


f(s) = | «anco, 


其 中 M 为 [0, oo). 上 有 限 区 间 取 有 限 值 的 测度 . 
证 明 由 于 
fs) = [r= x)"e "dM (x), 
充分 性 部 分 是 显然 的 . 
往 证 必要 性 .首先 我 们 证 明 /在 (0, oo ) 内 是 拟 解析 的 , 即 /在 
(0, о) 内 可 展开 为 收敛 的 Taylor 级 数 . 设 0 < з < s < i, 则 根据 
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Taylor 定理 ,我 们 有 
n=l D 
f(s)= У) IX. = + 
ї=0 


i! 


(cca ores na 


由 于 /是 完全 单调 的 ,Taylor 展 式 中 的 余 项 为 正 ;又 因为 当 п 为 偶 


tS” y BGc 0)" > 0, 而 当 Жа Шу” À A(s—2)" «0, 
故 余 项 不 会 超过 


ара чу tn pos 


注意 到 Taylor 展 式 中 的 每 一 项 为 正 ,用 s 取代 展 式 中 的 。 得 上 式 
等 于 
n-l i) 

GEP) - D o - 0 < GDM). 
因此 , 当 n 一 co 时, 展 式 的 余 项 趋 于 0. 这 便 证 明了 在 (0, = ) 内 
是 拟 解析 的 . 

现在 对 每 个 n > 1, 由 如 下 单调 增加 函数 Р(х) 定义 离散 测 
度 F,, 


[nx] 


F(x) = > a 1)'f? (n). 
对 于 > 0, F, 的 Lebesgue — Stieltjes 变换 为 
| ear. (а) z yew {a 4 (n) " 


» ла -6**)- п) (а) = f(n(1-e**)), 


最 后 的 等 式 来 自 Taylor 级 数 . 令 n 一 œ ,由 f 的 连续 性 ,上 式 最 后 一 
项 的 极限 为 f(s). 于 是 ,测度 列 | F, | TRI SE (vague convergence) 于 
HWE M ,而 且 M 的 Lebesgue - Stieltjes 变换 是 f. 定 理 得 证 . 
2. 带 利率 结构 的 风险 模型 
作为 经 典 模型 的 推广 ,我 们 假定 保险 公司 必要 时 (如 盈余 为 负 
时 ) АГИ, Ар EKF A 的 流动 资金 时 获得 投 
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资 利润 .假设 投资 利率 与 借贷 利率 分 别 为 常 值 8, 与 8 , 亦 即 经 过 
时 间 上 后 ,初始 资本 = 的 现 值 为 ze ,BE 19,, ,1 .经 典 模型 的 假设 
IL, HL, IV 保持 不 变 . 用 PDMP 8918 A DOR , ДИВЕ SURE | X | 的 
СЛЕ (Ф, F, O) 中 ,9 为 微分 动力 系统 具有 速度 场 X: 
(B,(x — A) + ) 2, A < x; 
Ў = е 2, 0 < x <A; 


(Ва + с) 2, x < 0. 
而 Е, 0 与 经 典 模型 相同 . 
HT x, := g(t,x) 满足 
(Bilan =A) +e), Á = xç; 
x, = (c, О= х, < A; 
(Bx, + c), x, « 0. 
我 们 看 到 , 当 x > — c /B, 时 ,gp(1,x) 为 时 间 4 的 增 函 数 ,即使 需要 借 
SES AT BAS HA MH x <- PB, 时 ,g(t,x) 为 时 间 : 的 减 函数 , 借 
贷 已 不 可 能 阻止 盈余 额 的 负增长 .因此 ,我们 称 临 界 值 - c /8, 为 绝 
对 破产 限 , 称 首 中 绝对 破产 限 的 时 刻 
Ta : = inf{t > 0,X, s- c /B,} 
为 绝对 破产 时 刻 . 
索赔 额 分 布 G 的 Laplace — Stieltjes 变换 记 为 6(s) := 
| eac(z) .显然 ,至 少 对 s > 0,6(s) 存在 . 


引 理 1 设 A = 0,8, = Q.M 
(i) 对 任意 常数 K > 0, 函数 
й. (зух | eam (а) , Kewl- 2 | L= G2) gp (1) 
为 某 [0, о) 上 有 限 测度 М, 的 Laplace — Stieltjes 变换 .进一步 有 
M,({0}) = 0; 
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(ii) SEE CX) 99—8R rB fix > М,((- ©, x + 78,1), 
x € RULER 1 的 条 件 . 
证 明 (i) 容易 得 ， 
s'(1- 6(5)) = ink "dydG(x) 
为 完全 单调 的 .由 Feller( 1971, p.441) 知 函 数 expl aps" e = 
CCE) dE) 亦 为 完全 单调 的 .因此 ,由 定理 1, 存 在 一 测度 M 满足 


(1) .对 满足 C(5) < 二 的 3, 有 


[сеча - G(@))ae > 3 [ ed = o. 

PRG, M, (101) = lim,- MCs) = 0. M,(R) = lim, Ma(s) = К 
知 ,M 为 有 限 测度 . 

(ii) 注意 到 在 引 理 条 件 下 BARELY, 的 广义 生成 算 子 为 

Af(x) = 

(ox + e) HE gall - у)ас(у) - Aa, 
x € [- c/B,, ©) REHE Af(x) = 0. 对 方程 

(yx + с) BE gall Aa - у)4б(у) - fla)] = 0. 
(2) 

MWERA e^" 并 从 — c/B, 到 © 积分 ,得 

- Ñs) - BÊ (s)  esfCs) - А/(5)(1- G(s)) = 0, 


SUA) := | flee "ds. 故 得 


f(s) = кері» - &l. L- Gg, 
这 里 ,K > 0 LUE (x) = М,((- mw,x + c/ B1) 是 方程 
Af(x) = 0 的 增 解 .注意 到 , M3(10}) = 0 及 方程 (2) , 知 是 绝对 
连续 函数 . 又 注意 到 М, 为 有 限 测度 , 由 定理 12.2.5 知 , 户 € 
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AA) PVA, fF. CX) 是 一 蒜 . 引 理 1 SE. 


5 

h(s) è= AD. Mere - y)dG( y)e “dx. 
引 理 2 VEA = o, 户 为 引 理 1 中 定义 的 函数 . 
(i) 存在 常数 so 使 得 


fts) := cfa(0) — h,(s + so) 


e — A65 + зо) TO — G(s + з0)) 
为 某 [0, о) 上 有 限 测 度 M, 的 Laplace - Stieltjes 变 换 ,满足 M, (101) = 
f, (0). 
(ii) WE /( X.) A— BR. А, ДЕЕ RY PB f: R— R 
由 下 式 给 出 ， 
hx), 如 果 x € [0,o); 
fis) = Lo 否则 . 


RH. fasa | ew am (5). 
(їн) 如 果 с > (ORBI, EAL) , ATE so = 0. 


证 明 (i) 注意 到 


cfx (0) — hs + so) 
m aF Ga cap ad 


АБ (0) (3 + 59) (T= Cs + 59)) = hs + з) 
e -A(s sS)! - G(s + sq) à 


右 端的 分 子 可 改写 为 
af d 50866) - 


[^56 - y)dG( y))expl - (s + so)xldx, 
因而 是 完全 单调 的 .函数 cs — ACE — 6(s)) 是 凸 函数 ,其 0 点 的 导数 
存在 且 等 于 c - Ag .因此 ,存在 so = 0, 使 得 cs, — A(1— б()) > 0. 
因为 函数 c — Als + s) O- OCs + so)) 的 导数 是 完全 单调 的 ,由 
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XEJ 1 Feller( 1971 , p .441) 知 ,满足 引 理 的 (i) 中 等 式 的 测度 М, 存 
在 .测度 М, 的 有 限 性 及 M,(10}) = /.(0) 的 证 明 与 引 理 1 的 证 明 雷 
同 . 

(iii) H(i) 的 证 明 立 得 . 

(ii) 在 引 理 的 假设 条 件 下 ,类 似 于 引 理 1 的 (ii) 的 证 明 ,为 使 
Af(x) = 0,f€ AA), WR f(x) = hla), х < 0; 而 当 x 二 0 
时 ,满足 


of (x) + al] fla - 60) + 


[f - eG) -a)l = 0 (3) 


及 边界 条 件 SO) = f (0) CURIE f(x) 在 R 上 的 连续 性 ) .求解 上 
述 方程 可 得 

©5500) - hs) 
Als) = S 609): 


Jb JG) = | A(x)e “dx. 显 然 ,如 此 得 到 的 f(x) 是 R 上 的 绝 


NESEY PHM. X, < x + ct a.s., 对 任意 的 s < : # f( X,) < 
f(x + ct) a.s. 因 此 ,f € AA) BAE f( X,) J&—8h. 

至 此 , 引 理 得 证 . 

对 于 模型 的 一 般 情 形 , 令 


hila) := af [| fle 460) + 
[^56 - y)dG(y)]e “dx. 
5383 设 0<A< о, 
EG) tu api бег af er - ©(е))ае)|. 
(i) 函数 
a). E) [= BA) - h(7)e” 
iE. | g(7) 
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为 某 [0, ©) 上 有 限 测度 M, 的 Laplace - Stieltjes 24%. 
(ii) 9 fisx > M,([0,x% - A]),x € [A, о). 
fila), ШЖ x € [A,o); 
f(x) = 1, x), ШЖ x € [0,A); 
f(x), 否则 . 
WIX), 32—80. 


证 明 (1) 再 由 Feller(1971,p.441), 易 得 ,exp| — gap Ea- 


G(E))dé} 与 (8(s + so)) 均 是 完全 单调 的 .这 里 so 如 引 理 2 那样 选 
定 .进一步 地 ， 
(А) = his + sy ect? 


L- G(s 45$) 
Re - À ~~ Wee + 
[AG CA) LEG s) - h,(s + ss)expl ACs + so)}]. 


上 式 右 端 第 一 项 显然 是 完全 单调 的 ,而 第 二 项 可 表示 为 
AD [| faco) [ла Ad x 


expl - (s + 50) х| ах, 
由 定理 1, 它 也 是 完全 单调 的 .因此 ,存在 一 [0, о) 上 的 测度 M ,其 
Laplace - Stieltjes 变换 为 
ip 1 ~ 6(£) 
Bi Jo £ 


В. 


exp! - 


а. (A) - h (e 
= dy. 


gp) 
函数 
f(x) :三 [ eolsylaMO, x € [0, х) 


是 增 函 数 , 具 有 Laplace — Stieltjes 变换 


205)" (А) – h (e 
eel. 20) жу b 
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于 是 , 由 M ([0,z]) := f(x) 定义 的 测度 M, 具有 所 期 望 的 
Laplace - Stieltjes 变换 . TERA A (A) > A), x € [0, A) 5j f, (A) 
> Љ(х),х € (- © 0), KA 


| hils) |< эша, labs ' dG(y)e 9 dx < 

моо [асса < 

ж] |, 44000) = ACA + IB (D) < =. 
因此 ， Meum Ml< A < е, Ні 


|А Aexp}| – 7+ * sl. == LEGO aga, < 


лерд, L- Osea f exp] - ne/B, | j^ dy) < o. 
因为 lim, sg (s) = 1, 我 们 有 
Mi([0,o)) = limÁf, (s) < ©®©, 

(ii) 为 保证 函数 f:R—> RIBAS = 0,f 必 须 当 x < 0 与 x € 
[0,A) 时 分 别 满足 积分 - 微分 方程 (2) 与 (3) ,而 且 当 x > A 时 为 
如 下 积分 - 微分 方程 的 解 ， 

(В. (х - A) + e)f (x) + 


atl Ae Be 3. [s 39069) + 


f ^ - 94600 - G) = 0. (4) 
PAUL ATER f(x) = fax), Hx € (- 9,0); f(x) = f,(z),# x € 
[0,A). 为 保证 了 的 连续 性 , HA f(A) = F(A). > AG) := 
[Gae "ax W À 2 F mg, 
- BA (De + As) + а, (8)) + 


(c - ABO C- AO e^ + sf\(s)) - 
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AR (s)C OC + hy (s) = 0, 
3x ^5 (fr sth, REA K, 
is) = g(s)e™ j h (ge - da CA) 
Ji pis Jk, gp 
FAW f(A) = lim... sef (х), EL s > 1 BT, 


expl &i'A[ ета - G(é))dé} < 


dy. 


exp) graf ета ~ CCDA е, 


我 们 有 
= hype" – cf,(A) 
| — UNA s 0. 
K, gp 
因此 ， 
g(s)e* r> (А) - hi Ge" 
f(s) = Bis f — GO), dy. 
EAS f(x) = fila), Æ x € [A, о). AS - 微分 方程 (4) 及 
RON) = CA) 的 事实 保证 了 了 的 绝对 连续 性 .进一步 地 ,f 的 有 界 
性 及 引 理 3 BE | f(X,)| J&— h. 
定理 2 对 任意 A € [0,0], 


TTE UD 
P;(T = ) = sy 


其 中 , 当 A < % 时 ,f 由 引 理 3 决定 ;而 当 A = % 时 ,f 由 引 理 2 决 
Æ. 
证 明 ШАНК ЯТ E, FCX,) a.s. 收敛 且 有 Е[/(Х,)] = 

f(x) AEH t—> © AY, f( X.) HERES X. g (- c/p, о). В 
Jk,, P,[ (X, > œ) U (T « о )] - 1. 故 有 

f(x) = limEf(Xr:) = 

E,[f( Xr) It. 1] + Е.Х.) д] = 

fCeo PAT =e). 
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进一步 地 , P(T < <) = 1 的 充 要 条 件 是 /有 界 .这 便 证 明了 定 
理 . 
定理 3 4 
Ro : = suplr Є А:6(- г) < œ}. 
GA < mo , 则 对 任意 的 es > 0 有 
БаР, (Т < со )e/^-9* = 0), 
Њар, (7 < Е = ж. 
在 这 种 意义 下 , Ro КАРЕ US ERE! X, | 的 Lundberg 指数 . 
WEBB Б p(x): = P,(T < om)er & Laplace 变换 


p(s):= [сетах = 


exeo fe - F iG - [^ Ор GG) - Gea 
Gd s-r ). 
容易 得 ， 


TAS m г> Ro; 
йар) = ро) E 0. Fe Ro. 


定理 证 毕 . 

3. 带 利率 与 通货 膨胀 率 的 风险 模型 

在 下 面 的 模型 中 我 们 引入 常数 通货 膨胀 率 $. 这 时 ,索赔 总 额 
过 程 为 


D Zexplcr; | ， 
其 中 т 为 第 ;i 个 索赔 到 达 的 时 刻 . 由 于 索赔 额 随 时 间 的 增长 ,同样 
地 ,保费 收入 率 c, = ce" ,流动 资金 水 平 A, = Ae" 亦 随 时 间 增 长 . 
id X, 为 盈余 过 程 .显然 , 它 是 时 间 相 依 的 ,不 是 齐 次 逐 段 决定 马尔 
可 夫 过 程 . 为 了 避免 非 齐 次 的 困难 ,我 们 转 而 考虑 盈余 现 值 过 程 
X, = Xe". GR, WH X, | 为 齐 次 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 .到 余 
WE X, | BETRE, F, 0) 中 ,gq 为 微分 动力 系统 具有 速度 场 
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+. д 
(В, – 9) +c- Als, À < x; 
z 5 TA 0 A: 
у= le- ox) >, < x < à; 


((& - Ə)z + с) az ud 


而 F,Q 与 经 典 模型 相同 . 
引 理 4 设 c > ДД, к = (c - ФД) (В, - 6),G(x) = 1- 


e^ + 


xec/(Q4 -8) 
30/06 5» de Uh ds : 


fix) = | 


0 


户 (x) = (0) + 
Оа" 
AG) = fO + 
et 48-9 p Ca) [7 nt "T ET ds , 


f(x) = f(x) iio no) + 
fo Цол tA): 
WifCX EARR. 

证 明 直接 计算 显示 ,f 是 Af = 0 的 可 微 有 界 解 ,其 中 A 为 
WE |X, | 的 广义 生成 算 子 .因此 ,由 定理 12.2.5 知 1f(X.)} 为 有 界 
Rh. 

定理 4 在 引 理 4 的 条 件 下 ， 


P.(T = ©) - Ж. 


证 明 类似 于 定理 2 的 证 明 , 可 得 结论 . 
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§4 ”经典 风险 模型 的 推广 与 补充 变量 


1. 时 间 相依 模型 

作为 经 典 模型 的 男 一 种 推广 ,考虑 索赔 到 达 率 À = A(t) AR 
费 收入 率 c = c(t) 及 索赔 额 分 布 G(y) = G(y,t) 均 依赖 于 时 间 
t 的 情形 .这 种 情形 或 是 由 于 某 些 险种 的 流行 ,或 是 由 于 某 些 险种 
的 季节 性 或 气候 的 变化 .如 车 辆 保险 ,冬季 索赔 发 生 的 可 能 性 会 增 
大 ,同时 ,投保 的 顾客 数 亦 可 能 增加 . 

由 于 时 间 相 依 性 ,盈余 额 过 程 | 蕊 上 显然 不 是 齐 次 逐 段 决定 马 
尔 可 夫 过 程 .但 车 补充 上 时 间 变 量 t, DUI CX, ,4) 就 成 为 齐 次 逐 段 决 
定 马 尔 可 夫 过 程 .类 似 于 第 12 章 $3 的 1.1 小 节 的 讨论 ,作用 在 函 
数 f(x,1) 上 的 广义 生成 算 子 为 


Aflx,t) = Splat) + elt) rf Gest) + 


ACE] fle - y 0460 - flea). 


因此 ,我 们 需要 求解 方程 Ar(x,z) = 0. 

如 果 考 虑 形 如 f(x 1) = fiC e 的 解 , 则 由 方程 Af(x,1) = 
0 可 得 

Falt) - c(t)yfi(t) +AA), s) -fi(1)] = 0. 


Hh, ёб, t) := [ erac, г) kaa 


filt) = explelt)vt -| a(s)L6Q,s) - 1]ds}. 
因此 ， 
exple(t)ut = АС) ССС, з) - 1Jas|e (1) 
y— Hh. 
定理 1 设 保费 收入 率 с 及 索赔 额 分 布 6 与 ! 无 关 , 索 赔 到 达 
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过 程 为 非 齐 次 Poisson 过 程 具有 参数 A(4) = Xo + Aysinl Cu + 
to) ] ,其 中 Ао 可 视 作 平均 索 赠 到 达 率 . 则 


pF ow nf Co A, To. rl 
e^* exp| — = os 
p. že 2x ° 


ES à А7» cos CT + ter | T < o] 


ф(х) = 
E, LexpC?^ 
(2) 
其 中 , Ro 满足 cR, = AJ[CCR,) - 1]. 
证 明 ”此 时 ,(1) 式 为 


expl си = [e(v) = Df [hs + Aisin Cs + to) ldsl e^ = 


expl си — [9(v) - 1] (Agt - 


A, T, Ai T, os 2 = 
Jr ° соз F(t # tg) + afo, ee т dle E. 


RITE Ro 使 得 cRo = Ag p( Ry) - 1. 亦 即 , Ro 为 平均 到 达 率 A, 
的 调解 系数 .因此 ， 
А, fs 


exp! Leos F(t + to) — eos FF tolle" кх, 


Ре чи, Tst], [T > t] E, B t> 
о , 即 得 结论 . 

一 般 说 来 ,(2) 式 的 分 母 的 计算 是 困难 的 ,即便 是 С 为 指数 分 
WAT SX, 独立 的 情形 .但 我 们 仍 能 得 到 一 些 有 趣 的 结果 .例如 ， 
由 | cos(2r(T + 1,)/Т, | < 1a.s. 我 们 有 


e А e б E 


Е, (е^ | T < ою) (х) «e "api t1 


E,(e ^*^ | T < e)g(x) > еб" Me "io з 


特别 地 ,如 果 to = 0 时 有 
(x) > e^"/E[e ^*^ | T < ©]; 
而 当 = T/2 时 ,有 
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Pa) « e^'/E[e ^5 | T < ә]. 
我 们 发 现 与 1 = Ay 的 经 典 情形 比较 ,如 果 保 险 公司 开业 于 索赔 到 
达 率 较 高 的 半 周 期 前 , 则 破产 的 可 能 较 经 典 情形 增加 ;反之 ,如 果 
保险 公司 开业 于 索赔 到 达 率 较 低 的 半 周 期 前 , 则 破产 的 可 能 较 经 
典 情形 减少 . 

2. 一 般 更 新 模型 

本 小 节 我 们 对 模型 作 如 下 推广 : 

(i) Poisson 到 达 的 条 件 放松 为 一 般 更 新 到 达 过 程 ;到 达 时 间 
间隔 分 布 H АЖЕ А. 

(i) 放弃 索赔 到 达 过 程 与 索赔 额 独立 的 假设 , 仅 假 定 索赔 额 
序列 为 独立 随机 变量 序列 (未 必 同 分 布 ) .更 确切 地 ,我 们 假定 索赔 
额 分 布依 赖 于 索赔 发 生 时 刻 与 上 一 次 索赔 发 生 时 刻 的 时 间 间 隔 ， 
Вр Y, 的 分 布 为 G(y,o,), 其 中 6 = т„-т„\,(п = 1,2,°"), i c, 
为 第 n 次 索赔 发 生 的 时 刻 . 

此 时 RREI, | 是 逐 段 决定 过 程 ,但 不 是 马尔 可 夫 过 程 .由 
定理 3.6.2 知 ,R x R, E(X, u) := (X,,t — Ta) ta < t < 
Taon = 1,2,… 成 为 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 . 作 用 在 函数 f(x. ш) 上 
的 广义 生成 算 子 为 


Af(x,u) = Nau) + суяш) + 


Ха) - у.0)4б(у,и) - fxs)]. 0) 


其 中 ,A(w) 为 H(u) BY 3E РА Ж (hazard rate), ZR Bl, A (Qu) := 
h(u)/(1- Н(и)). 

定理 2 WC(v,u) Ж С(у,и) 的 Laplace 变 换 满足 通常 可 微 
SAF. A v = R 满足 方程 


[ee x) АС) аа T 
则 在 如 下 净 收 益 条 件 下 
cf” ah(x)dx > | 60,3) ва) аа, 
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chu po 
-R X, e Na EE Е 、 
t em umm a GR, x) h( x)dx 


WEB] ”为 求解 方程 Af(x,u) = 0, 假 设 方程 有 形 如 e “gq(4) 
的 解 ,代入 方程 得 
- eq(u) + 4 (и) + A(u)[G(v,u)q(0) - q(u)] = 0. 
4 k(u) = (1- H(u))q(u), W 
- cvk(u) + k'(u) + h(u)G(v,u)k(0) = 0. 
此 方程 有 通 解 


k(u) = Се" + k(O)e™*| ev x) h(x) dx. 
令 = 0 可 得 
€ = 40001 | ees к) ва) аа]. 
将 v = R 代入 上 式 即 得 C = 0. 因 此 ， 
ei [ent OUR x) KG) da = H(u,)) 


JÉ— Ph TE. 
利用 上 述 结果 可 得 进一步 的 结果 ,这 里 略 去 . 


§5 补充 与 注 记 


我 们 不 可 能 用 一 章 的 篇 幅 系统 地 介绍 风险 理论 .即便 是 基于 
逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 模 型 的 破产 理论 ,也 仅 限于 与 破产 概率 相 
关 的 部 分 结果 .尽管 如 此 ,我 们 已 不 难看 到 马尔 可 夫 过 程 理论 在 风 
险 理论 中 的 重要 地 位 .而 且 , 一 旦 归结 为 马尔 可 夫 模 型 ,丰富 的 马 
尔 可 夫 过 程 理论 即 可 用 来 研究 风险 模型 的 各 个 方面 . 正 是 由 于 这 
一 点 吸引 了 大 量 的 概率 论 学 者 投身 于 风险 理论 的 研究 ,导致 近 十 
几 年 风险 理论 的 快速 发 展 . 反 过 来 ,又 为 随机 过 程 理论 提出 了 许多 
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值得 进一步 深入 研究 的 课题 . 

$2 介绍 经 典 风险 模型 的 基于 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 的 著 方 
法 ,主要 来 自 于 Dassios & Embrechts[1]. 对 结果 的 证 明 我 们 作 了 适 
当 的 修改 与 补充 . 

$ 3 RÁ Embrechts & Schmidli[ 1] H HRR ($9 ESR ALA 
余 过 程 本 身 是 齐 次 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 .Dassios & 
Embrechts[ 1] 还 讨论 了 保费 收入 率 c = c(x) , 亦 即 保费 收入 率 随 
一 余额 变化 的 模型 ,给 出 了 破产 概率 的 显 式 表达 .张春生 [1] 建立 
了 受 限 制 贷款 风险 模型 ,讨论 了 破产 概率 及 破产 瞬间 前 后 盈余 额 
分 布 .该 文 的 主要 想法 是 银行 可 能 将 最 大 贷款 额 限制 在 破产 线 以 
上 . 王 过 京 [1] 讨论 了 更 一 般 的 一 维 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 模型 . 

§4 模 型 的 主要 特点 是 盈余 过 程 本 身 不 是 齐 次 马尔 可 夫 过 
程 ,但 经 适当 补充 变量 之 后 成 为 齐 次 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 .更 接 
近 实 际 的 经 济 环境 的 引入 必然 导致 这 样 的 模型 .这 样 的 模型 亦 可 
分 为 两 类 :一 类 是 非 齐 次 情形 , 只 需 补 充 上 时 间 t, HEI CX, 10] 
即 成 为 齐 次 马尔 可 夫 过 程 ; 另 一 类 ,盈余 过 程 本 身 不 是 马尔 可 夫 过 
Fe ,必须 用 第 11 章 $ 6 所 论 的 补充 变量 方法 才能 化 为 齐 次 马尔 可 
夫 过 程 . 关 于 这 类 模型 工作 ,可 参见 Reinhard[1],Asmussen[2] 与 
Bauerle[ 1] 及 所 附 参考 文献 . 

有 关 保 险 风险 过 程控 制 的 内 容 超 出 了 本 书 的 范围 .有 兴趣 的 
读者 可 参见 Schal[1] 及 其 参考 文献 . 
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CY 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 与 风险 模型 山 


在 本 章 中 ,我 们 构造 一 类 新 的 过 程 ,在 一 定 条 件 下 ,一 般 风险 
过 程 仍 具 有 时 齐 强 马尔 可 尔 性 .新 的 风险 过 程 逐 段 决定 马尔 可 夫 
上 骨架 过 程 ,我 们 首先 提出 两 个 重要 例子 :经 典 风险 过 程 的 一 般 化 和 
复合 资产 并 讨论 它们 的 破产 问题 .然后 我 们 讨论 更 一 般 风险 模型 
的 破产 理论 . 

WO, P) 是 包含 所 有 如 下 定义 的 物体 的 完备 概率 空间 . 

设 经 典 风险 过 程 

R. = ura- УД, (1) 

HP и 为 初始 资产 ,e 为 保费 收入 ; IN: t > 0| 为 参数 为 4 的 
Poisson 过 程 ,表示 (0,1] 区 间 内 理赔 的 次 数 , Z, 表示 第 次 理赔 的 
E.R, 表示 上 HARRA AAA; N) 与 1Z4| 相互 独立 ( 见 
Grandell[1]) , | R2] 是 一 个 时 齐 的 强 马 氏 过 程 . 

近年 来 ,许多 作者 根据 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 理 论 (PDMP) 
将 模型 (1) 进行 推广 , 例如 Dassios 和 Embrechts[1] , Embrechts, 
Grandell, Schmidli[ 1 ] 和 Furrer 和 Schmidli[ 1]. 

在 本 章 中 ,我 们 将 利用 侯 振 挺 , 刘 再 明 , 邹 捷 中 , 李 学 伟 [1] 提 
出 的 逐 段 决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 理论 改进 风险 模型 (1). 

经 典 风险 理论 主要 依赖 以 下 三 个 重要 假设 
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(L Grandell! 11) 

(i) N, 是 一 个 Poisson 过 程 ; 

(ü) IN,| AN) Z, | 是 相互 独立 的 ; 

(iti) |Z, ÆI r.v. JFJ. 

不 管理 论 与 实际 ,考虑 | NN,| 是 一 般 的 点 过 程 , 且 |N,| 512,1 
不 相互 独立 ,都 是 非常 有 意义 的 .为 了 得 到 某 种 确切 的 结果 ,一 般 
风险 过 程 至 少 要 有 时 齐 强 马尔 可 夫 性 ,为 了 推广 风险 模型 (1) 一 
个 最 合适 的 过 程 就 是 逐 段 决定 马 氏 骨架 过 程 .一 般 风 险 模型 包含 
两 个 很 重要 的 例子 ,经 典 风险 模型 的 一 般 化 和 复合 资产 过 程 . 

$ 2 描述 一 般 风险 模型 的 结构 . 

$3 讨论 线性 保费 收入 风险 过 程 的 破产 理论 . 这 个 风险 模型 
是 经 典 风险 模型 (1) 的 推广 . 

在 $3.1 中 ,我 们 证 明了 破产 概率 的 一 些 性 质 , 当 理 赔 是 指数 
分 布 时 ,我 们 得 到 了 破产 概率 的 明显 表达 式 . 

在 $3.2 讨 论 生 存 函 数 对 破产 概率 的 影响 , 当 理 赔 发 生 的 速 
率 只 在 很 小 的 区 间 取 值 时 ,我 们 可 以 用 经 典 风险 过 程 代 替 一 般 风 
险 模型 . 

在 $3.3 中 给 出 破产 前 风险 过 程 上 确 界 分 布 的 一 些 性 质 , 当 
理赔 是 指数 分 布 时 ,我 们 得 到 了 上 确 界 分 布 的 明显 表达 式 . 

§ 4 中 对 含 投资 回报 的 风险 理论 的 破产 理论 加 以 讨论 , 这 个 
风险 模型 是 复合 资产 过 程 的 一 般 化 ( 见 Harrison[1]) ,这 一 节 的 内 
容 与 第 3 节 非 常 相似 . 

$ 5 讨论 更 一 般 的 风险 过 程 的 破产 理论 ,在 这 节 中 , 风险 过 程 
的 样本 轨道 的 逐 段 运动 由 具有 初 值 的 微分 方程 给 出 . 

在 $5.1 中 ,我 们 证 明了 破产 概率 的 一 些 特点 , 当 理赔 是 指数 
分 布 时 ,我 们 得 到 了 破产 概率 的 明确 表达 式 . 

在 $5.3 中 ,我 们 给 出 了 破产 前 的 风险 过 程 的 上 确 界 函 数 的 
一 些 性 质 , 当 理 赔 是 指数 分 布 时 ,给 出 了 上 确 界 函数 的 明显 表达 
式 . 

$3, $ 4 中 的 风险 过 程 是 $ 5 中 的 特殊 情形 . 
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本 章 的 内 容 基 本 上 取 自 王 过 京 [1]. 


§2 风险 过 程 的 构造 


我 们 将 风险 过 程 (1.1) 一 般 化 ,在 该 条 件 下 ,一 般 的 模型 仍然 
是 时 齐 强 马 氏 过 程 .我 们 用 N, 表示 区 间 (0,4] 的 理赔 次 数 连续 样 
本 轨道 ,2Z, 表示 上 次 理赔 的 数量 . 1 7, 1 ,n > 1 理赔 时 间 序 列 , 4 
T, = 0,5, = T, - Ti, k > 1.0 RR, 上 的 Borelo -代数 .ZE 
CR, ,0) ARIZ} Ck > 1) 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ,连续 两 
次 理赔 之 间 的 保费 收入 是 确定 的 ,这 样 保险 公司 在 上 时刻 的 盈余 
可 表示 为 : 


= рит, Rr ) lc aer, o» (1) 


其 中 ф,(1,х): К, x R— 及 是 可 测 函 数 ， @, (t,x) 是 1 的 右 连续 函 
数 , 且 


@,(0,x) = x. (2) 
我 们 假设 
Ф, = Ф, п = 0,1,2, (3) 
Ё o, Sn KK, o 满足 下 列 泛 函 等 式 
€(0,x) = x, e(t s,x) = o(t,o(s,x)). (4) 
这 样 风险 过 程 (1) 可 以 写成 如 下 : 
= Y eG EX T, Rr ) т) (5) 
定义 生存 函数 F 如 下 : 
F(t,u) = expl- ['ACe(s,u))dsl (6) 


其 中 AR R, 是 一 个 可 测 函 数 .对 于 А, RAUB] A Ce Gs, 


u))ds =+ юе НЕ e > 0,4 在 [0,e) 是 可 积 的 ,点 过 程 N, 如 下 
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定义 : 

PUT, - Try < t 1 Ry) = F(t,Ry ) (k= 122,55), (7) 
那么 

P(S, > 0) = P(T, = Т, > 0) =1 (ks 1,2,--). 
从 (7) 51, 7, - T, 的 分 布依 赖 于 К. .然而 在 经 典 风险 理论 中 ， 
T, - T, 独立 于 R,- 


H (4) 中 的 两 个 等 式 ,我 们 得 到 
F(t+s,x) = F(t,x) F(s,o(t,x)), (8) 
其 中 x € R,t € R,,s+ t€ (0,8. (x)], 
S.(x) = inf(t; F(t,x) = 0). (9) 
我 们 定义 可 数 测度 N, CA) 如 下 : 
N,(A) = 2j lassen A€ 0, (10) 


假设 1 E[N]- Еа <+ o, 对 所 有 上 <+ о. 
从 假设 (1) 和 N, 的 右 连续 性 ， T, &l F, | ЧЫ (Е = 1,2,…) 和 
T, ^ + o(n-4 c). 
定义 1 Е | EREILI X = [X,t > 01 的 自然 o - 
代数 .我 们 称 过 程 X 为 时 齐 的 马尔 可 夫 骨 架 过 程 ,如 果 存 在 一 列 
停 时 序列 | zc, | ,nm > 1, 使 得 
(1) r 20,75, ^ + о (n—+ œ) 
(2) 对 每 一 m 和 每 一 个 R 上 的 可 测 函 数 f, 我 们 有 下 列 等 式 : 
E.[/(X(*) 6, | FE] = 
E,[f(X(-)) -0, 1Х, 1 = 
E, XCI] Р, -а.в., XER, (11) 


ЖФ P.(A) = PAl Xo = x), AC F,. -Ur. 


注 记 1 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 一 般 定 义 参考 侯 振 挺 , 刘 再 明 ， 
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邹 捷 中 , 李 学 伟 [1]. 
注 记 2 KAE, X, = X(t). 
我 们 将 证 明 R, 是 时 齐 马尔 可 夫 骨 架 过 程 ,从 (7) 知道 S, = T, - 
Tka 只 通过 FU, R, ) 依 赖 Z » Z2 I ZI 的 值 而 与 Z, |, n> кж. 
因此 |Z ыз 是 独立 随机 变量 序列 ,从 而 Z 独立 于 S, vk < 1 所 以 独 
SET R, ,Е < n. 这 样 ,我 们 有 
命题 1 7, 独立 于 (Si, Rr ),k zn,nz1,2,-. 
用 Qi (R. , Т, = Ti E әзе R, AR, 出 发 在 T, 跳跃 的 转移 
概率 . 即 
Q (R. iSi 7) P( Rr; E-l Rr, »S,). (12) 
id Rr. = eR; | ,S,) - Z, ,这 样 给 定 R; , = x 和 S; = t ATA 
Q.(*,t, `) = P(e@(x,t) - Z, €-) = 
P(Z, € @(x,t) --) = P(Z; € ф(х,1) —*) = 
Q(x,t, +). (13) 
实际 上 ,由 命题 1, 我 们 有 
Q. (x, t, -) = 
limP(R €*| R, € Ax,S, C At) = 
Ar-0 k k-1 


Ar0 


lim P( Z, € p(t,x) – •1 Rr, € Ax, S, € At) = 
Ard 
limP(Z, € g(1,x) -*« P(Z, € p(t,x) --). 


H (4) 我 们 有 
Q(x,t + s,*) = Q(o(1,x),s, °). 

风险 过 程 R, 由 满足 (4) 式 的 gp(1,x), 由 (6) 式 定义 的 F = F(t,u) 
及 由 (14) 式 定义 的 0 = QC x,t, +) WERE, RIIIE o, F, QHR, 
的 三 元 特征 .把 它们 写作 (p, 下 ,0O). 

因为 R, KEREC, F, Q) 分 别 满足 等 式 (4) (8) 和 (14) ,从 
修 振 挺 , 刘 再 明 , 邹 捷 中 , 李 学 伟 [1] 中 定理 3.2 的 推论 可 知 К, 是 
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时 齐 马 尔 可 夫 骨 架 过 程 .因为 К, 有 表达 式 (5) ,我 们 称 它 为 具有 马 
尔 可 夫 骨 架 的 时 齐 逐 段 决定 过 程 . 

4 m = (SA ); 从 侯 振 挺 , 刘 再 明 , 邹 捷 中 , 李 学 伟 [1] 的 定理 
3.2 Ж! Th pu 在 状态 空间 (RR, x R,0( R, X R)) 中 形成 一 个 时 齐 的 马 
尔 可 夫 链 和 转移 概率 Pha € В | ^4) = Ра € B| Rr. MBE 
OCR, x 尺 )) 不 依赖 于 », 的 第 一 个 元 S, .这 意味 着 在 当前 时 刻 T, 给 定 
一 保险 公司 的 盈余 Ry, 的 值 ,那么 在 时 刻 T, 保险 公司 的 盈余 和 S, 的 
分 布 只 依赖 于 当前 的 盈余 Rr. ,而 与 Rr, ‚К, ety Ry 无 关 , 这 是 合理 
的 . 

我 们 可 以 证 明 :如 果 逐 段 决定 马尔 可 夫 过 程 的 三 元 特征 (p， 
F,Q) 分 别 满足 等 式 (4) , (8) 和 (14) ,那么 , 它 是 一 个 时 齐 强 马 氏 
过 程 ( 见 侯 振 挺 , 刘 再 明 , 邹 捷 中 , 李 学 伟 [1] 定理 2.4.1). 


§3 ”具有 线性 保费 收入 的 风险 过 程 的 破产 理论 


W o(t,u) = pi) = u + ct, BR р = pi 满足 (2.4) 中 的 
两 个 等 式 , 在 等 式 (2.5) FH o = o, 时 ,用 Ri id R,. 从 等 式 (2.5) 


Ri = 2 9 = T, Rr ) Ier erer) = 
ù + ct- Siz. (1) 
风险 过 程 (1) 是 经 典 风险 过 程 (1.1) 的 一 般 化 .注意 N. 和 | Z| 在 
(1) 中 不 一 定 相互 独立 , Ri 是 时 齐 强 马 氏 过 程 . 
3.1. 破产 概率 
FAV, (и) id К, 的 破产 概率 , 记 Ф, (и) 为 非 破产 概率 ,注意 
@,(u) = 034 < 0.% F(z) = P(Z, < 2). 
定理 1 设 u 二 0, 且 4 在 (0, + ©) Ж, 2, Ф, (и) 有 下 列 
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Feller 表 达 式 
Q (u) = [au + ct) ° 
expl - [atu + es)dside Фи *ct-z)dF(z). (2) 
0 0 
证 明 ”因为 在 区 间 (0, 7,), R; > 0, 这 样 我 们 有 
(u) = P(infR; 20 = PC inf R, 20)- 


ЕГ I inf Ri > 0) - 6, )]. (3) 
H А; 的 时 齐 强 马尔 可 夫 性 和 等 式 (3) ,我 们 有 
Ф, (и) = E[@,(R+ )]. (4) 


因此 ,由 命题 2.1 我 们 有 
Ф, (и) = ЕГФ, (и + cT, - Z,)] = 


МИСС + ез — z,x)P(T, € 5,2, Є dz) = 

| [e + cs — z,x) P(T, € ds) P(Z, € dz) = 
[Асе бш): 

expl - | ACgi(L,u))dllds[ Cu + es 2) (2) = 
[^t e): 


expl – [acu + с) аа: | Фи + cs — z,x)dF(z). 


定理 2 VE F(z) 的 密度 函数 f(z) 在 [0, + ©) 是 连续 的 . 
(1) RNR A 在 (0, + о) 是 连续 的 ,那么 @i(z) 在 (0, + >) A 
一 阶 连 续 导 数 ; 
(2) WR a 是 (0, + oe) 连续 可 微 的 ,那么 D. (и) (0, + %) 
是 两 次 连续 可 微 的 . 
证 明 — Ku + ct = p, 那 么 等 式 (2) 可 写成 
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b (u) = L[ a) . 
^e , 
ехр! – | A(®(s,u))ds|dp[’ ip - z)f(z)dz = 
tJ, А(р3ехр!- ['ACGoaslap[ Фр -alins 659 


因为 fle) HELO, + =) 是 连续 的 和 Ф, Cu) JEAN „АЖ! ©, 


(p - z)f(z)dz Æ[0, + о) KF p 是 连续 的 .因而 由 等 式 (5) Ma 
的 连续 性 知 Ф, (и) 在 (0, + o) 有 一 阶 连续 导数 . 
定理 第 (1) 部 分 可 由 等 式 (5) ЯП / ЖА 的 连续 性 立即 得 到 .由 上 了 
fü A’ 的 连续 性 及 第 (1) 部 分 ,我 们 可 以 证 明 Ф, (и) 在 [0, + о) 两 
次 可 微 . 
定理 3 iW F(z) = 1 – expl- azl,(a > 0),A &0,А TE[O, 
+ ©) 是 连续 可 微 的 ,那么 Ф, (и) 满足 下 列 微分 方程 : 
Ф\(и) - уи) - aa(u)) + TA(u)]@,(u) = 0. (6) 
证 明 ”由 定理 2,@, (и) ELO, + o) 两 次 连续 可 微 ,将 (5) 两 
边 微 分 ,我 们 得 到 
Ф\(и) = - A Bu - AFC) + Ua, (a). (7) 
AX F(z) = 1 - aexpl - azl ,从 等 式 (7) 我 们 有 
Ф\(и) =- IQ) - 
expl - au| [^ Ф, (p)aexplapl + ТА(и)Ф, (и). (8) 
这 样 我 们 有 
| Ф,(р)аехр!ар\4р = 


ICLAS: (u) - eb (u)] + explau| (9) 
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将 (8) 两 边 同时 微分 ,代替 在 计算 过 程 中 出 现 的 | ®,(p)aexp!ap|dp, 
我 们 可 得 到 微分 方程 (6). 
从 (5) 式 ,我 们 有 
| (+= 
Ф,00) = c [ ap) - 


expl - [4(s)dslap| Blp - z)f(z)dz. (10) 
如 果 (0) = 0, C10) 我 们 得 到 Ф, (+ о) = lim Ф, (и) = 0,80 


Vu z0,WV,(u) = 1. 这 意味 着 保险 公司 以 概率 1 破产 .这 样 ,我 们 
考虑 情形 


Ф,(0) > 0, (11) 
在 定理 4 的 条 件 和 (11) 下 ,我们 有 
Ф\(0) = TA(0)@,(0) > 0. (12) 
解 微分 方程 (6) ,我 们 有 
®,(u) = @,(0)[1 MOD 
expl- | (a - + - (P) yap}. (13) 
ЩА = ho( 一 个 正常 数 ) 时 ,由 于 (13) RNA 
®,(u) = ,(0)[1 + a [i - expl - (a - А) ш]. (14) 


公式 (14) 5 Grandell[ 1] 中 的 公式 П 一 致 . 

3.2. 生存 函数 对 破产 概率 的 影响 

我 们 考虑 函数 À 对 破产 概率 的 影响 . 

(1) A(0) = 0. 

我 们 假设 “在 (0, + % ) 是 连续 的 ,从 等 式 (7) 有 Ф, (0) = 0, 
如 果 理 赔 分 布 函数 是 指数 分 布 ,由 等 式 (13) 我 们 有 

@,(u) = 46,00, 对 所 有 u > 0. (15) 
等 式 (15) 的 意思 是 如 果 在 时 间 : = 0, 发 生理 赔 的 速率 是 0, 那 么 破 
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产 概率 的 值 不 改变 . 即 不 管 初始 资产 的 大 小 如 何 ,保险 公司 破产 的 
可 能 性 总 是 相同 的 . 

(ii) A = Xo( 一 个 正常 数 ). 

在 这 种 情形 下 ,点 过 程 N, 是 参数 为 ho 的 Poisson 过 程 ,风险 过 
E R, 是 经 典 风险 过 程 . 当 理赔 的 分 布 是 指数 分 布 时 ,我 们 有 公式 
(13) ,经 典 风险 理论 现在 可 以 很 好 地 发 展 

0 < au < infA (5) < supa (s) < b <+ %. 
如 果 在 模型 (1) PON, 是 参数 为 hu 的 Poisson 过 程 ,用 Nb YEN, , Ro 
id Ri, То, Ой N? 的 跳跃 时 刻 .用 pi (u) їс R7» 的 非 破产 概 
率 , 因 为 
P(T, - M4 > t | Rr.) = 


exp! - [Асе G RI. ))ds} > 


expl - bt} = PCIE. P >t) = 
P(T;- Ti, > t1 Rẹ), (16) 
即 N, 的 更 新 时 间 “ 统 计 地 ”大 于 N; 的 更 新 时 间 . 换 言 之 , RIT BÉEL 
地 ”大 于 Ri ,因此 我 们 有 下 列 不 等 式 
@ (u) = alu) (17) 
与 (17) 相似 ,我 们 有 
Ф,(и) < Õlu). (18) 
由 不 等 式 (17) 和 (18) ,我 们 可 选择 两 个 经 典 风险 模型 分 别 从 上 下 
控制 К ,特别 地 , 如 果 a 接近 于 0, 我 们 可 用 经 典 风险 模型 代替 
Ri. 

ЖІ Wy = E[Z,],c -bu > 0. Grandell[ 1] AR 1 ) R 
II: 0, (u) = <—™ > 0. 这 样 由 不 等 式 (17) ,假设 (11) 是 具有 
意义 的 . 

3.3. 破产 前 上 确 界 分 布 
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我 们 考虑 破产 前 R, 的 上 确 界 分 布 函 数 G Cu х): 


G,(u,x) = P( sup R, > x, T, <+ c). (19) 
显然 | 
Gi (u,x) = Vi(x), и> O; 
| (20) 
G,(u,x) = 0, u<0,x>0. 
定理 4 Wa > u >0,B A fE(0,+ %) 连 续 ,那么 C,(u,x) 
满足 下 面积 分 方程 
G,(u,x) = 


expl - [Cu + cl)dl} G,(u + со, x) + [acu + cs) ° 


exp! - [at n cDallds| ^ Gu + cs — z,x)dF(z). (21) 


Дй, < (x - u). 
证 明 T= ty, A T,,Vt€ (0,7), THO < RI < х, 


FE P(T, > T) = 1 而 且 在 | 也 <+ | E,T, = T+ T, 0;. 因 此 ， 
我 们 有 I 


G,(u, x) = ELI. wp ss < =) | = 


E[ Mee Mantel, <+@) ] = 
(22) 


1 
E[ I ee, fit <+=):0 1 . 


H R; 的 时 齐 强 马 氏 性 ,我 们 有 
G,(u,x) = E[G (R! ,x)]. (23) 


因此 
G\(u,2) = E[G CR, x), T, > tol + 


E| G (R7 у уа h] = f$ 1. (24) 


ИПИ. 1, A I, 


1, = Е[ G,(u + cto» x) ler >) = 
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exp! — [aCe Cu dar! (и + Clo, x) = 
“0 


expl- | au + el)dll G, Cu + cto. x). (25) 
由 命题 1,384 
l, = E[ G, (u + cT, - Zi x) «у = 
LE G (u + сз — 2,x) liz, P(T, € ds, Z, € dz) = 
LA C, Cu + es — 2,9) Io P(T; € ds) PCZ, € dz) = 


[Ato (u, s))ep| - Гас, а [7 С, (u + cs — z,x)dF(z) = 


[atu + cs)expl- [acu + ауа |" С. (ш + cs – z,x)dF(z). (26) 


由 等 式 (24) – (26) ,我 们 得 到 (21) 

定理 5 “a > 0,0< u < wx, 假设 F(z) 的 密度 函数 f(z) 在 
[0, + ©) 上 连续 . 

(1) WR a EO, + о) Б, Д] С, (и, х) 4u € (0,x) 时 
关于 一 阶 连续 可 导 ; 

(2) WR A 在 (0, + ©) 上 连续 可 导 , 则 G (u,x) 4 u € (0, 
x) 时 关于 и 二 阶 连续 可 导 . 


WERA (1) Yeo > 0,so < ls HUE G,(u,x) KFue 
(eo x ~ eo) 一 阶 连续 可 导 , 选 取 At 使 得 0 < At < L(x - e0). 对 
任意 и Є (£o, x = so), 有 

G,(u,x) = expl - [atu + cl)dll G, Cu + cAt,x) + 


[t + cs) ° 


expl - | a(u + ааа |” G (a + cs — z,x)dF(z). (27) 


4 p = и + cs, (27) 变 成 
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Ar 
G,(u,x) = expl - | А(и + cD)dll С,(и + сМ, х) + 
0 


Wt cÀ: ] p p 
[ ,AQJexpl - [Dalap] G (p — z,x)f(z)dz, (28) 


利用 (28) 可 完成 本 定理 的 证 明 .为 简便 起 见 , 用 G, (и) 代替 
G,(u,x). 

定理 6 Sx > 0,0 三 < x Bt F(z) 的 密度 函数 f(z), 
在 [0, + ©) 上 连续 ,) 在 [0, + ©) 上 连续 , 则 G (и) 满足 下 列 积 
微 方程 


G,(u) = aku) 


ALIS (u) -总 (| С, (ы – z)dF(z). (29) 


证 明 ЖЕЙ е, > 0,6 < 1 35 HliE G (u) *$ u € Ces, 


x — £o) MÆ (29) Лг LM AMER V u € (e, x — so),(28) 式 成 
立 . 由 定理 $ 可 得 


expl- {AC + cl)dl} с, (и + cAt,x) = 


expl - А(и + ely) At} G (u + cAt) = 
(1 - ACu + elo )At + 0(At))(G,(u) + G, (u)cAt + o(At)) 
(30) 
和 


[7 Lapel- lf Qala [G (O - 2,2)fl2)de = 


AC, ese -- 二 | (CDdtldp| G (py. — x,x)f(z)dzAt. (31) 


这 里 lo € (0,At), po € Cu, и + сл), НА, SAIC, (и) 的 连续 性 ， 
A (28) , (30) 和 (31) ,可 得 (29) . 
定理 7 令 F(z) = 1 – expl|- а (а > 0),A z 0,4 (0, + 
oo ) 连续 可 微 , 则 G (и) 满足 下 列 微分 方程 : 
Gilu) - Lx es lu) - одби) + 
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Pau) 16)(1) = 0, 0< u < +. (32) 
WEAR ”此 证 明和 定理 3 的 证 明 类 似 . 
引 理 1 设 X 和 六 是 两 个 相互 独立 的 实 随机 变量 ,XX 有 连续 窑 
ВЕР f(x), WW Р(Х = Y) = 0. 


证 明 P(X = Y) = Ellan] = [1 P(x C ds; YE dj) 
= [teen P(x € dx) P(Y € dy) = 


fec YE dy) 15. foods 0: 
93:282 4u>0, WẸ F(z) 有 连续 密度 函数 f(z), Dt] 
P inf R; = 0) = 0. 
WEBB 由 命题 2.1 和 引 理 1, 可 得 
P(infR, = 0) < 
Y P(Z, = Rp, +e(T = 1,4) = 0. 


命题 1 Wer > 0, 如 果 F(z) 有 连续 密度 函数 f(z), 则 
G, (x =) = G,(x). 


证 明 ФА, =1T 1 <+®},А = A,A = IT, <+ ml. 
poner 因此 4 Ay.& C = linfR = 0], X, = ct - 
21, 如 果 wE4- C, 则 存在 一 个 使 得 Vn 二 Ба — + 


X (a) « 0. 因此 inf(x + X,(w)) <0, 从 而 4- C c 4o. 因 此 除去 
一 个 P- SR, 可 得 4 = Ap. 


+ B, = ЛЕ, (zx -二 + Х,) > x|,B = Џв,. H x, WA 
连续 性 和 PCT, > 0), ,可 得 P(B) = 1. 因 此 ,由 控制 收敛 定理 ,得 
C, (x -) = lim6,(x - È) = limE[ 1, 1,] = 
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Е! lim /, L, ] = ЕГ 141,] = G(x). 


定理 8 $ F(z) =1-e%,a>0,A £0,A (0, + o) E 
连续 可 微 , 则 


G (u) = 
o, = 
PFD) peu). башл. GD 


WEBB — HX Q8) 可 证 G, (u) 10, х) 上 连续 .因而 由 命题 1 
可 知 G, (u) ECO, x) 上 连续 .由 (6) (32) , 知 G, (u) 和 D, (u) 在 
(0,x) 满足 同一 个 微分 方程 ,由 下 列 初 值 问题 解 的 唯一 性 . 

Cilu) - [sC AA lu) - ad(u)) Ta (u)] 6 (и) = 0, 


6,(0 = G,(0), O< u < x; 
G (x) = W(x) 


(34) 
可 得 式 (33). 


注 1 如 果 初 值 问题 (29) 的 有 界 连续 解 是 唯一 的 , 则 仍 有 式 
(33). 


$4 ” 含 投资 回报 的 风险 过 程 的 破产 理论 


& e(t,u) = @,(t,u) = ехріп\[и + - expl - rt})] . lJ 


ф,(0,и) = u, (1) 
$2(t,¢2(s,u)) = 
expl rt] expl л (ш + (1 – expl- rs})) + 


=(1 - expl — rt})] = 
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expl r(s + t)|[u + а - expl - г( + 2)) 1) = 
g2(t,s,u). (2) 
这 样 e; (1, и) 满足 (2.4) 中 的 两 个 等 式 , 在 (2.5) RPH o = 
Ф, 时 ,用 RT UBER, .由 (2.5) 式 ,可 得 


= Sal = T, Rr Ir eret) = 
expl л [ и + zu - expl - rt| ) - Sew! - гТ,\2,]). (3) 

在 (3) 中 ,cr > 0 为 常数 ,c 表示 保费 率 ,表示 投资 回报 率 , 这 个 
风险 模型 称 为 含 投资 回报 的 风险 过 程 .如 果 N, 是 一 个 Poisson 过 
Же, 则 称 风险 过 程 (3) 为 含 投资 回报 的 经 典 风险 模型 ,1997 年 
Harrison[ 1] 研究 了 这 个 模型 ,应 该 注意 到 在 风险 模型 (3) P |, | 
和 | Z, | 不 一 定 相互 独 立 , Rt 是 一 个 齐 次 强 马 氏 过 程 . 

4.1 破产 概率 

id W,(u) 为 R 上 的 破产 概率 , Ф, (и) 为 非 破产 概率 . 则 当 
и < ОВ, Ф, (и) = 0. 

定理 1 假设 4 为 (0, + о) 上 的 连续 函数 , 则 当 u > 0 时 ， 
Ф,(и) A FH Feller 表 达 式 


®,(u) = | Асе) ері - ГАС Се, adsl d . 


[^ eG) - DF). (4) 
WEBB ”类 似 于 等 式 (3.4) ,可 得 
Ф,(и) = ЕГФ,(К: )]. (5) 


因此 由 命题 2.1, 有 
Ф,( и) = E[ ®,(¢,(T,,u) = 2))] = 


(pC) - zD PCT, € ds, Z, € dz) = 
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[]©.(¢,(s,u) = 2D PCT, € ds) P(Z, € dz) = 
| AC ex(1,u) exp! - | aCgals,u)) lat . 

| Феба, ш) - 2aFC) z 

[, асбо, а) expl- асга, 1 dr Š 


[^ e.) - дак(а). 
定理 2 假设 的 密度 函数 是 (0, + =) 上 的 连续 函数 . 
(1) 如 果 A 在 (0, + о) 连续 , 则 Ф;(и) 在 (0, + =) ЖЖ. 
(2) 如 果 a’ 在 (0 + =) 连续 , 则 D, Qu) 在 (0, + ©) 上 连续 . 


ШЙ ip quu) = ехр\п}(и+-©)--©,Д = Lin 


CEP (4) 可 得 


c+ ru 


Ф,( и) -f : 


c + 


5: 
dns P 
expl - |” I "АС (вьш) аз арр -z)dF(z). (6) 


an tet gj 
r c+ ru 
1 


тин È 4 
| A(@2(s,u))ds = | Ta we Ads. CD 
由 方程 (6) 和 (7) 得 


Ф,(и) = I" oa pl) . 


exp} – | Ti A GOds, Idp| o. (p - z)dF(z). (8) 


因为 | e. -z)dF(z) 在 [0, + om) 连续 ,因此 ,如 果 》 在 (0, + wm) 连 
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续 , 则 由 (8) 可 知 D, (и) (0, + о) 连续 ;如 果 X' 在 (0, + ос) 连续 , 则 
也 从 (8) 也 可 知 Ф, (у) 在 (0, + o) 上 连续 . 
在 等 式 (8) 两 边 求 导 , 得 


AG) o Cu) - C Bu 2)dF(2). (9) 


定理 3 假设 4 >= 0,A' 在 (0, + ©) 上 连续 , 令 Flu) 21- 
e“, 则 Ф,(«) 满足 下 列 微分 方程 : 
DB) + (Fe су aiU) фи (ш) = 0. (10) 
WEB] ”利用 定理 2,@$,(w) 在 (0, + o) 上 连续 ,由 (9) ,得 


Ф,(и) =- ACW) expl - au |" a®;(p)exp! a0 dp + 


Ф,(и) = 


ара). (11) 
由 (11) 得 
[ ©:(p)expl ap tap Е 
Е expl au] АСФ, (и) - Ф,(и)]. (12) 
对 上 式 两 端 求 导 ,简单 计算 可 得 (10). 
由 (8) ,可 得 
v 4 
®,(0) = I, c+ АСР) Ç 


epl- [^ еу, ldp| o.» -z)dF(z). (13) 
0 0 


C + Ts; 
如 果 Ф,(0) = 0, 则 由 (13) 可 得 Ф,(+ œ) = lim ®,(u) = 0, 
即 对 任意 u 0, У, (и) = 1, 现 在 我 们 排除 这 种 情形 , 即 假定 


®,(0) > 0. (14) 
由 定理 3 的 假设 条 件 和 (14) ,得 
Ф,(0) = TA(0)@,(0) > 0. (15) 
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解 方程 (10) ,得 
Ф,(и) = @,(0)[1 + MO a1 i 
0 


c 


| а up (у) A(p) 
expl - | CL - ACp) f e= ih (16) 


@,(u) = @,(0)[1 + = = exp! - au} ]. (17) 


4.2. 生存 函数 对 破产 概率 的 影响 

现在 考虑 生存 函数 A BT MESE Y (u) 的 影响 ,这 节 内 容 和 
3.2 节 内 容 非常 相似 . 

(i) А(0) = 0. 

Ba ELO, + %) 上 连续 , 则 由 (15) 得 0, (0) = 0, 如 果 理 赔 
分 布 是 指数 分 布 , 则 由 方程 (15) ,得 

Ф,(и) = (0), 对 w= 0, (18) 

式 (18) 的 意义 和 式 (3.14) 的 意义 非常 相似 . 

(ii) A = Xo( 正 常数 )， 

在 这 种 情形 ,点 过 程 N, 是 带 参数 4 的 Poisson 过 程 .风险 过 程 
Ry 是 含 技 投资 回报 的 经 典 风险 过 程 , 当 索 赔 分 布 为 指数 分 布 时 ， 
可 得 (17) . 

(iii) 0 < as infà (s) < supa (s) bp. 

如 果 模 型 (3) 中 的 N. AU SUA, B Poisson 过程, 用 Ni idN,, 
用 N° ORI ie | Tp | ,k > 078 Ne 的 跳跃 时 间 , Ф, (и) 为 Ro 的 
非 破产 概率 .因为 

P(T; - Tia > t | Ry) = 


expl- | A(ga(s,R,,))ds} > expl- be! = 


P(Ti- Tii >t) = P(Ti - Tia > 21 89 ), (19) 


即 , 过 程 N, 的 更 新 时 间 “ 随 机 地 ”大 于 过 程 N; 的 更 新 时 间 , 也 就 是 
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说 , R'“ 随 机 ”地 大 于 R” .因此 ,有 
Ф,(и) > Ф,,(и). (20) 
类 似 (20) ,可 得 
Ф,(и) < @, (u). (21) 
利用 (20) 和 (21) ,我 们 能 够 选择 两 个 适当 的 具有 投资 回报 的 
经 典 风险 模型 ,特别 地 ,如 果 a 接近 于 65, 则 我 们 能 用 一 个 经 典 的 风 
险 模型 代替 RI. 
4.3. 破产 前 的 上 确 界 分 布 
现在 讨论 破产 前 R IS ESSE HB С, (и, x), id 
G,(u,x) = P( sup R; > x, T, < 4 0), (22) 
pu 
G,(u,x) = W,(zx), u > x; 
. = 0, u<0,x%>0. 
定理 4 Wr > u>048R A (0, + о) Б, ДС, (и, 
x) 满足 下 列 积分 方程 
G,(u,x) = 


(23) 


exp! - | aCe, uat] С,(10,и), х) + 
[| aCg2(s,u))exp! - [усе а))алаз . 


nag GO (24) 


这 里 to 满足 不 等 式 Qi tosu) < x. 
WEB] T= to A 7, 类 似 于 (3.23) 有 
G;(u,x) = ELG,(R?,x)]. (25) 

因此 

С,(и,х) = E[G,(R:,x),T, > to] + 

EL G(R} x), T, < s] = +h. (26) 
Fr nn: 
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I, = E[G (ploru), x) Fn al = 
expl- [АСФ (1, а) 6. Саш) к). (2D 
利用 命题 2.1, 有 
I, = Е[С,(ф,(Т,,и) - Ziz) lr ey] = 
| J, есш - 2,2) lo.) P(T, € ds, Zi € dz) = 
i w С.(ф,(5,и) – 242) McQ) PCT, € ds) P(Z, € dz) = 


Je AC би, expl Асе Cu, Oan (7 G,(@,(s,u) – z,x)dF(z) = 


[асе Ge expl- аср, Dalf” Gs Gi) - 2 4FCD. 
(28) 
则 由 (26) — (28) ,可 得 式 (24) 
定理 5 设 x > 0,0 < wu <x, 假 设 F(z) 的 密度 函数 f(z) 在 
[0, + ©) 上 连续 . 
(1) 如 果 4 在 (0, + о) 上 连续 , 则 С, (и, х) u € (0,x) © 


F и 有 一 阶 连续 偏 导 ; 

(2) WR A 在 (0, + о) 连续 可 导 , 则 C(u, x) Ми € (0,x) 
XT и 有 二 阶 连续 偏 导 ; 

ШЕН (D Wen > 06,6 < lax RUE G,(u,x) 4u € (ex - 


co) 有 一 阶 连续 导数 ,选取 Al 使 得 Ar > 0H At HAE о, (t,x — єє) < 
x WM) Vu € (е,,х -so), 有 


С,(ш,х) = expl- [aps(1, 0) G Ces Ars и)х) + 
[AC Сеа) ері асе, шоа аз ` 


p G,(s,u) - z,x)dF(z). (29) 


id p = ¢2(s,u), (29) 可 退化 为 
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G;Cu,x) = 


expl — | AC, u))dll Є, Co, (Ar, шд) 


rg, C8.) 1 ) 
|, a РАР ° 


exp! 一 L c3 GOds, ldp| p -z)dF(z). (30) 


H (30) 式 可 证 明 该 定理 .为 简便 起 见 , 用 Go (Cu) 代替 С, (и, 
x). 

定理 6 Kx > 0,0 < wu < x. {Rik F(z) 的 密度 函数 f( z) 在 
[0, + ©) 上 连续 ,4 在 (0, + ©) 上 连续 , 则 С, (и) 满足 下 列 积 微 
方程 


би) = 30) eu) - AMP etu. зара). (30) 


WEBB ”此 证 明 类 似 于 证 明定 理 3.6. 
定理 7 < F(;-1-e*",(a»0),420,ATE(0, + е) E 
连续 可 微 , 则 С. Cu) 满足 下 列 微分 方程 : 


iat хош) а Ate)» (a = 0, 


c+m Alu c + ru 
Ocucx. (32) 
证 明 ”此 证 明 类 似 于 定理 3 的 证 明 . 
命题 1 设 x > 0, 如 果 F(z) 有 连续 密度 函数 f(z), 则 G (u) 
在 [0,x] 上 连续 . 
证 明 ”类 似 命题 3.1, 有 Cl) = G6,(x), 利 用 (30) 可 证 
С.(и) 在 [0,x) 连续 , 则 С,(и) 在 [0,x] 连续 . 
定理 8 令 F(z)=1-e”“,a >0,4 关 0,4 在 (0, + e) E 
连续 , 则 


®,(u) 
Ф,(х) 


LR wo), О=и < x. (33) 


6, (и) = 


W(x) = 


"SI + 


WEBB ”由 命题 1. 和 定理 3.8 的 证 明 步 又 一 样 ,可 证 (33). 
注 1 如 果 积 微 方程 (31) 的 有 界 连续 解 唯一 , 则 仍 有 (33). 


$5 一 般 情形 


这 节 我 们 考虑 (2.5) 中 的 glt, x) 是 由 下 列 初 值 问题 的 解 : 


dg(t,x) 
de = 8(@(t,x)),t > 0, (1) 


@(0,x) = x. 
这 里 ,g:R' -> R' 是 连续 可 微 且 Lipschitz 连续 函数 , 易 知 (1 
的 解 g(t,x) 唯一 , 且 (1) 的 解 g(4,x) 满足 (2.4) 的 两 个 方程 . 
因为 R, 的 跳跃 是 由 理赔 产生 的 ,由 (2.5) 可 得 


Rr = Ф(Т, - Tas Ry) - 2. (2) 
Х OR, 是 齐 次 强 马 氏 过 程 ， 
5.1. 破产 概率 


id W(u) 为 R, HEFER, O(n) 为 非 玻 产 摄 率 , 则 当 vw < O 
At,D(u) = O. 

定理 1 假设 4 在 (0, + x) Z IP u > 0.0(u) dj F Jl 
Feller ŽIKA: 

®(u) = J aletin) 


gla, 
0 


rt u) 
expl- | ACe(s,u))dstdef O(¢(t,u) - z)d F(z). (3) 
0 
证 明 类似 (3.4) ,得 
Plu) = Е[Ф(К, )]. (4) 
则 由 命题 2.1, 有 
(u) = ЕФ(Ф(Т,,и) - Z,])] = 


[Газ ш) - 1) PCT, € 4:2, € dz) = 


А. 


[l'accs.a) - =))P(T, Eds) P(Z, € dz) = 
[^ iptu espt- [alel ati Ceu, u) ES E 
- 0 J v0 


ele 
0 


|, à eG шері асса, ша ФФ.) - 2)dF(2). 

id o'(t,x) H g(t, x) 的 反 函 数 , 则 g (xx) = 0,9 (1,2) 的 
导数 不 依赖 于 x id ol) H g^ (t,x) 的 导数 . 

定理 2 ”假设 的 密度 函数 在 [0, + ©) 上 连续 . 

(1) 如 果 4 在 (0, + о) 上 连续 , 则 Ф' (и) 在 (0, + o) 上 连续 ， 

(2) Ж A’ 在 (0, + ©) 上 连续 且 olt) 在 (0, + о) 连续 求 
导 , 则 Ф (и) (0, + o) 上 连续 . 

ШН р = e(t,u), ШЙ = e (p,u),p > u.dt = 
gp(p)dp. 则 (3) 可 得 


Ф(и) = [acer . 


expl - l'aCDeCDatlap[ Ф(р - z)ar(z). (5) 
利用 (5) 类 似 于 定理 4.2 或 定理 3.2 的 证 明 ,可 完成 此 定理 证 明 . 
对 式 (5) 两 边 求 导 , 得 
Ф (и) = 
Аби) Си) Ф(и) - АСи)Ф(а)| Ф би - z)dF(2). (6) 


定理 3 iA 0,A' EO, + о) Б, Е(и) = bg, 
g(t) 在 (0, + o) 上 的 连续 可 导 . 则 Cz) 满足 下 列 微分 方程 
Ф (и) + [a(u)g(u) + a - баш) (2) 16 (u) = 0. С) 


А(и)ф(и) 
证 明 ”此 征明 与 定理 4.3 的 证 明 类 似 . 
由 (6) ,可 得 
Ф (0) = A(0)@,(0) > 0. (8) 
解 方程 (7) ,得 


Ф(и) = Ф(0)11 + aof a1 - 
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1 > , 
exp! - | We) +a- pum] ]dpl]. (9) 


Фф = ф(1,х) = u + ct, 则 由 (9) 式 可 得 式 (3.13). 
Фф = qu) +explrtl[u+ £1 -e")]. 则 由 (9) 可 得 
(4.16). 
5.2. 破产 前 的 上 确 界 分 布 I 
现在 考虑 破产 前 R, 的 上 确 界 分 布 C(u,x) ,定义 
G(u,x) = PC sup R, > z, T, <+ c). (10) 
类 似 (4.23) ,可 得 
G(u,x) = V(x), u> x; 
Spa = 0, u<0,% > 0. au 
因为 此 部 分 内 容 和 4.3 节 的 内 容 完全 相似 ,因此 ,我 们 只 给 出 
结果 而 省 略 其 证 明 . 
定理 4 设 x > 4 二 0. 假 设 4 在 (0, + wm) 上 连续 , 则 G (u, 
x) 满足 下 列 积分 方程 : 


G(u,z) = expl- | ACeCI, u))dll Срба, a), 2) + 


[АСС ш). 
‘ olsen) 
expl - [alol u))atlas[" G(o(s,u) - z,x)dF(z), 
(12) 

则 ty 满足 不 等 式 c(t. u) < x. I 

定理 5 Wx >00<u < x, Bit F(z) 的 密度 函数 f(z) FE 
[0, + о) 上 连续 ， 

(1) MR A 在 (0, + о) 连续 , 则 С(и, х) Yu € (0,x) 时 关 
F и 有 一 阶 连 续 导数 ; 

(2) 如 果 A’ 在 (0, + ©) 连续 可 导 , gp(1) 在 (0, + о) 连续 可 
导 , 则 G(u,x) 当 и € (0,x) 时 关于 ЙИ. 
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为 简单 起 见 , 用 С(и, х) 代替 Glu). 
定理 6 令 x > 0,0 < w<x, 假 设 F(:) 的 密度 函数 f(z) 在 
[0, + ©) 上 连续 ,4 在 (0, + %m) 上 连续 ,g(1) 在 (0, + wm) 上 连续 
可 导 . 则 C u) 满足 下 列 积 微分 方程 : 
C (u) = AM ecu) - A Glu - z)dF(z). (13) 


定理 7 S F(z) = 1-e%,a > ОША Z 0,A YE(O, + ~) 
上 连续 可 导 , ol) 在 (0, + ©) 上 连续 可 导 , 则 G(u) 满足 下 列 微 
分 方程 : 

сона) e-a 
О<и < x. (14) 

命题 1 Sx > 0, 如 果 F(z) НЕН RR f(z) MW GCu) 
在 (0,x] 上 连续 . 

定理 8 $ F(z)=1-e67,a > 0, 假 设 * 头 0,4 是 (0, + o) 
КЕЗЕ ПИ SERE g(1) 在 (0, + ©) 连续 可 导 , 则 


Ф(и) 1- (и) 
G(u) = Bla) P (z) = es T(x) 


Wx), Ocuex. 


(15) 
注 1 如 果 积 微分 方程 (13) 的 有 界 连 续 解 是 唯一 的 , 则 仍 有 
RUS) 


§6 补充 与 注 记 


本 章 结 果 属 于 王 过 京 [1], 是 他 的 博士 论文 中 的 一 章 的 内 容 . 
原文 为 英文 ,由 囊 成 桂 和 李 俊 平 译 成 中 文 ,最 后 经 分 捷 中 整理 . 
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25 马尔 可 夫 骨 架 过 程 与 风险 模型 


Davis M.H.A[4] 第 3 章 $ 3, Paul Embrechts 等 [1] 和 张春生 
[1] 用 逐 段 决定 马 氏 过 程 的 方法 研究 了 保险 风险 模型 中 的 破产 概 
率 及 破产 前 后 保险 公司 资产 的 分 布 . 本 章 在 侯 振 挺 , 刘 再 明 , 邹 捷 
中 [2] 及 侯 振 挺 , 刘 再 明 , 邹 捷 中 , 李 学 伟 [1] 的 基础 上 ,介绍 了 马 
尔 可 夫 骨 架 过 程 的 基本 概念 及 其 主要 结果 .作为 马尔 可 夫 骨 架 过 
程 的 应 用 ,我 们 将 保险 风险 模型 推广 到 一 般 的 情形 .这 种 推广 的 保 
险 风险 模型 包含 Paul Embrechts 等 [1] 和 张春生 [1] 中 讨论 的 模型 
作为 特殊 情况 .对 于 推广 的 保险 风险 模型 ,本 章 给 出 了 破产 时 间 分 
布 的 计算 公式 ,以 及 在 破产 时 刻 前 后 保险 公司 资产 和 破产 时 间 的 
联合 分 布 的 计算 公式 .有 别 于 Davis M.H.A[4],Paul Embrechts 等 
[1] 和 张春生 [1], 本 文 把 要 计算 的 有 关 概 率 分 布 归 结 为 求 非 负 方 
程 的 最 小 非 负 解 . 可 用 迭代 的 方法 具体 计算 出 来 . 


§2 保险 风险 模型 的 推广 


(0,7, P) 为 一 完备 概率 空间 ,和 = |X(t,w),t > 0] BE 
ХЕ(О, ЯР) 上 的 右 连 左 极 实 值 随机 过 程 .. 罗 表示 实数 集 的 
Borelo- 5k, LZ) 是 产生 的 自然 a - 域 流 . 
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定义 1 称 随 机 过 程 和 = | 下 (1,w),t > 01 为 齐 次 马尔 可 夫 
骨架 过 程 ,如 果 存 在 一 列 | 于 | 停 时 | e, | ,使 得 下 列 两 条 成 立 

(1) 0:2 my, «v e HS a oe: P. — & ë, (1) 

(ii) 对 于 每 个 r, НЕЕ XE RO 上 的 29%) 有 界 可 测 
ЮЖ f, 有 

E[ f( X(r, +*,w)) IE] = 

E[f( X(r, +°,w)) | Х(т„)] = Ex. [f(X(-,w))], (2) 
其 中 ,多 = {A:AC ZVt>0,AD iz, < t € Z| E C) Xem 
条 件 概率 P(.1 X(0) = x) 对 应 的 条 件数 学 期 望 . 

定义 2 称 齐 次 马尔 可 夫 骨 架 过 程 = |X(1,w),t > 018 
推广 的 保险 风险 模型 ,如 果 对 于 骨架 时 序列 1, 1,,o ,存在 非 负 可 
WAROK A,x, A), lgl, A)| Mial, A)| 满足 下 列 三 条 : 

( P, + € Aw, = & o» thE, 
X(r,4)-X(0) = Р(Х(т, +t) € Asta z; > 11 Х(т,)) = 
h(t,X(r,),A), t>0,A Є.Ә,п > 0. (3) 

(ii) P(X(x,,,-0)€ A,r -т, mtlX(r) cns X( a), 
X(0)) = P(X(z,,4 -00€ A, tt = t| Х(т,)) = g(t, X(e,), 
А), t>0,A€ £n > 0. (4) 

(ii) P(X (rna) € À | X(z, – 0), т, XC rq) > c, 7, X(0)) 
= P(X(,4) € A | X(t – 0)) = х(Х(т„ -0),4),4 € Bn 
> 0. (5) 

其 中 A(t, x,A),g(t,x,A) A x(x, A) 分 别 是 三 元 和 二 元 可 
测 函 数 , 当 1 和 x 固定 时 ,关于 A € .多 是 准 分 布 . 

特别 地 ,有 

h(t,x,A) = P(X(t) € A,r, > t | X(0) = x), 

g(t,x,A) = P(X(z, - 0) € A,r, < t | Х(0) = x), 

п(х,4) = P(X(r,) € Al X(r; =0) = x). 

以 下 将 推广 的 保险 风险 模型 简称 为 保险 风险 模型 . 令 
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P(t,x,A) ^ P(X(0 € Al X(0 = x), 
t>0,<x € R,AC Z. 


Р,(х,А) ^ | e"P(t,x,A)dt, A>0,xER,AE .@ 
0 


定理 1 Vi>0,x € R, AEZ 


q(t,x,A) A 
P(X lítin) E Aste — Z =< t | Ж(т„) = =) (6) 
与 n 无 关 , 而 且 
alt,=,A) = | g(t,4,dy)r(y,A). (7) 


进一步 ,1X(T,)1 ,so 是 离散 时 间 马 氏 过 程 ,以 g(x,4):x € R,A € 
B| 为 一 步 转移 概率 ,此 处 9(x,4) = limg(1,x,4). 
证 明 由 (2) - (5) 可 知 , Y t 2 06,4 € .@,n > 0. 
PCX taa) € Astin t, = 
кї Ae) m Keg) yr 257 XO) = 


| gi X Gs ds Gs 4) - 


РСХ( ran) € Атос $1X(20)). 
由 上 式 可 知 定理 结论 成 立 . 
定理 2 |P(:,x,A),t >0,х € К,А € A RENDE 
X(t,x,A) = 
JL atas nC ax = §,2,A) + hCtx, A), 


tzOXxCR,AC.9 (8) 
的 最 小 非 负 解 , 或 等 价 地 , YA > 0, (Р, (5,4), x € RAC AE 
非 负 方程 


X(x,A) = Геба), x Gi A).+ h (x,A), 


x€ R,AC.92 (9) 
的 最 小 非 负 解 ,其 中 
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h,(x,A) = Í e “h(t,x,A)de, 
0 


gi n, A) = | (0,8,4). (10) 
0 


证 明 Wh fete ХН, SBSH [4] 及 修 振 挺 , 刘 再 明 ,分 捷 
中 , 李 学 伟 [1]. 
定义 3 WH = 1X(1),t >0 是 保险 风险 模型 ,| z,| 是 定义 
2 中 的 停 时 序列 . 如 果 存 在 R x [0, о) 上 的 二 元 实 值 可 测 函 数 
fx t) 满足 以 下 两 条 件 , 则 称 X 为 逐 段 决定 保险 风险 模型 . 
(i) Vx E R,f(x,1) 关于 4: 是 右 连 左 极 的 ,f(x,0) = x; 
(ü) Vn >0,X(t,w) = f(X(z,),t — rz,), vc < t < Tau 
由 定义 可 知 , 若 工 是 逐 段 决定 保险 风险 模型 , 则 
h(t,x,A) = ó,(f(z,t))P(z, > t| X(0) = x) = 


CC 0) (1 = А,()). (11) 
g(t.x,A) = P(f(x,r, -0) € A,r, < t | X(O) = x) = 
[ars - 0))dA,(s), (12) 


其 中 AGO) = P(r, < t | XC = x). 

逐 段 决定 保险 风险 模型 是 特殊 的 保险 风险 模型 ,因而 定理 1 
和 定理 2 对 逐 段 决定 保险 风险 模型 成 立 . 

显然 ,文献 Paul Embrechts 等 [1] 和 张春生 [1] 中 讨论 的 模型 
是 逐 段 决定 保险 风险 模型 的 特殊 情况 . 


$3 保险 风险 模型 的 破产 概率 分 布 计算 


Davis М.Н.А[4] Ж 3 Æ $3,Paul Embrechts 等 [1] 和 张春生 
[1] 用 逐 段 决定 马 氏 过 程 的 方法 研究 了 一 类 逐 段 决定 保险 风险 模 
型 的 破产 概率 .以 下 我 们 应 用 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 方法 来 讨论 保 
险 风险 模型 的 破产 概率 分 布 的 计算 问题 . 
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i X = |X(1),t > О 是 保险 风险 模型 ,d E R.S 
iR кыылы; 此 集合 非 空 ; (1) 
" de, 以 上 为 空 集合 . 
定义 1 称 为 保险 风险 模型 X 在 d - 水 平 的 破产 时 间 ( 在 不 
引起 误解 时 , rs 简称 为 破产 时 间 ). 
由 马 氏 骨架 过 程 的 齐 次 性 可 知 , V £2 0,x > d 和 4 € BUF 
定义 合理 (与 > 0 无 关 ). 
h (t,x,A) = Р(Х(т + t) € A, Х(т, + s) > d, 
О= з << -TT | Х(т,) = x) = 
Р(Х(1) Є A,X(s) > 4,0=5<1< т 1 Х(0) = х) (2) 
ga (1,x,4) = P(X (rna -) € А,Х(т, + s) > d, 
Ossa - Hot | Me) = %) = 
P(X(r, -) € A,X(s) > d,0 < s < z, < tl X(0) = x) (3) 
qa(t,x,A) = P(X(r,.,) € A, 
Ke, + 3) sod 0 = se hy = z ee А(т = а) = 
Р(Х(т,) CA, X(s) > d,0 < s < zx, < t| X(0) = x) = 


[Gon don Gr A). (4) 
VA»0,9 
h,(A,x,A) = [ eh ss adr 


gi (A. x, A) = | e "g,(dt,x,A). 
qa(A,x,A) = | e“dqy(t,x,A) - 
0 


f e^ [aita л). 


定理 1 设 X(1) 是 保险 风险 模型 , 则 yt > 0,d € R,x€ R, 
有 
P(r; > t| X(0) = x) = А,(2,ж,(4,%)) + 
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> s halt — s, y, (d, 9))qu " (ds, x,dy) 


或 者 等 价 地 ,YX > 0 


J, ep š £T ECO) = «ўйё = АА esd) ç 


Xfi Qs (d, qi, wdy), 


其 中 
qa (t,x,A) = qa(t,x,A), 
qa n n. A) = 
LI. qa (ds,x,dy)qu(t- s,y,A), nol. 


qi (A ,x,A) = q CA E A On 


g (A,x, A) = | e "qi" (dt,x,A) = 


0 
L qal A x,dy)qui(A, y, A), n zl. 


WEB] ”以 下 给 出 证 明 思 路 ,详细 证 明 类 似 于 侯 振 挺 , 刘 再 明 ， 
邹 捷 中 [3] 定理 1 的 证 明 . 
Р(т > t| X(0) = x) = 


>} P(r, > £ e; = t © Hy XO) = x) = 
n=0 


hy(t,x,(d,)) + >] estos asino ° 
n=l 


E[X(s) > dt < s = t < nail A]. 
P(dw | X(0) = x) = h,(t,x,(d,»)) + 


© 
ЕНІ lixG)s4025s&c =) ° 
n=1" a * 


E[X(s) > d, < s= t < т, | X(c,)]P(do | 
X(0) = x) = ha(t,x,(d, 9)) + 
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ST 


NA _ Ç. X ( Ta) (d, o )) Р(ао | 
n-l"* 


X(0) = x) = hí(t,x,(d,9)) + 


> J, qi (%,ds,dy)hy(t = s,y¥,(d,@)), 
n=1 + 


其 中 最 后 等 号 成 立 ,应 用 了 下 列 关系 : 
qi" (x,1,A) = 
Р(Х(т„) € A,X(s) > d,0 < s < r, < t| X(0) = x). (5) 


推论 1 If ep, > 11Х(0) = x)dt; x€ R,À > 0 是 
{ERATE 
XG = |. (Аа, Уа, (ае (ае), 


д> 0, € R 
的 最 小 非 负 解 . 
以 下 讨论 在 破产 时 刻 前 后 保险 公司 资产 的 概率 分 布 . 
定理 2 i X(t) 是 保险 风险 模型 ,在 [r, cu). 上 单调 不 减 
(Улп > 0). Vu >d, AE Al(- %m,d]) 有 
P(r, < 1,Х(т,) € Á | X(0) = и) = g(t,u,A) + 


aL, qi " (ds,u,dy)q(t = 5,y5 A), 


或 等 价 地 ,|| еар, Ее ао) = ш) 350; 
u > d| 是 非 负 方程 
X(A,x) = ү qa(A,x,dy)X(A,y) + а(А,х,А), 
x > dA > 0 
的 最 小 非 负 解 .其 中 ,9g(tx,4),qa(tz A) 如 前 所 定义 . 
证 明 ”注意 XC) Eler) 上 单调 不 减 (n = 1,…). 从 而 


P(r,t,X(r)€AIX(0-2u)- 
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2; P) > d, & 20, n 
п=0 
Xl tra) € Ay Tet = t | X(0) = u) = 
q(t,u,A) + У) ,E XC) > 
n=l 


d,k = O eens X(r,4) 一 AU – т, < 


s 


t== | z, X62 3 Ë = 0; a Pde LX = uy = 
5 ; 

q(t,u,A) + 21] Ао 

lite)» 4.20.2) x 

a(t ~ r, X(rz.),A)P(de | X(0) = ш) = glt,u,A) + 

ИКС -= s,y,A). 

推论 2 Vu» d, 有 
P(r, «tl X(0) = u) E q(t,u,(- о ,d]) у. 
Y| |, Cds С - s,y,(- ®,4]). 


ЖЕЗ X(t) 是 保险 风险 模型 ,在 [zt Ta) 上 单调 不 减 
(Vn > 0), 4 vu > d, A € A(d, + m)), 有 
P(t < t,X(r,-)€ AI X(00 = и) = 


Гас, ааз) (=, c ,d]) + 


Sit [| a - s,y,dz)x(z,(- ©,d])]- 
qa" (ds,u,dy), 
或 等 价 地 ,|| edP(ri <t,X(r,-) € A| X(0) = u),u > d, 
A > 0] 是 非 负 方 程 
XG.) = Ë pe I E 


~ 387 * 


[еа ,u,dz)x(z,(- ә, ]) 


的 最 小 非 负 解 .其 中 ,g(t,x,4),qa(t,x,4) 等 如 前 所 述 . 
证 明 ”类 似 于 定理 2 的 证 明 , 有 
P( cy ж t, X(t, -) € Al X(0) = и) = 


>) PG) > d, k = 
n=0 
bp – 0) € A, X(r,4) < d, c, < t | X(0) = u) = 


e 
EN loe)» 4.420. nz єл) " 


E[X(z,4 -0) € Asta m t; XC a) = 
d|z,X(r),k = 0, *,n]P(do | X(0) = u) = 


© 

E р lac: )>d.k=0 n.r x 
.kz0,"*.n.r <t) 

EXE š » 


ElX(r,; -Q € A,r, < t,E[X(c,) «d 
| REP Enel – 0), т, Xl tik = 0, п] 
з, X(t), = 0, +, п P(dw | Х(0) = u) = 


© 
р) loce )>d.k=0. nr et) ° 
"nu n k n 


Ei. X(z,,, -0) € A, ca = t;n(X(r,4 -0),(- o,d]) 
| c X(z,),k = 0, n| P(do | X(0) = u) = 


> Ts > 
| Ct - т,,Х(т„),4ә)л(е,(— œ ,4]) P(de | X(0) = u) = 


| aiu dns C- e ,d]) + 


ANN [| a - s,y,dz)z(z, (- ©,d])] - qi" (ds,u,dy). 
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$4 ”两 个 典型 模型 


4.1. ”经 典 保险 风险 模型 
HIN, t > 0| 是 具有 速率 y > 0 的 Poisson ФЕ. У, |“, 是 
与 1N,;t О 独立 的 i.i.d 随机 变量 序列 ,具有 分 布 函数 G(x)， 


其 中 6(0) = 0,m = | xdC(x) 有 限 . 令 
S; = у) Yos t > 0. 
X -u-c-S$, tz0. (1) 
Wi ix, it О 为 经 典 保险 风险 模型 ,其 中 ,zx > 0 为 保险 公司 的 初 
始 资产 ,ec > 0 是 不 发 生 索赔 时 期 保险 公司 的 收益 率 ,rs( 按 (3.1) 
定义 ) 称 为 4 水 平 的 破产 时 刻 . 
显然 , Y, 表示 第 n 次 索赔 的 额度 ,5, 表示 [0,1) 内 索赔 的 总 
额 . 令 т, 表示 Piosson 过 程 | N, | 的 第 n 次 发 生 时 刻 (t。= 0). 
定理 1 按 (1) 定义 的 |x,,t О 是 逐 段 决定 保险 风险 模型 ， 
Elts taa) EARI Y n > 0). 因此 ,定理 3.1, 定 理 3.2 和 定 
383.3 均 成 立 ,其 中 
h(t,x,A) = 8, x + ct)e”, 
g(t,x,A) = u[ 8. + cs)e "ds, 
л(х,А) = G(x - A). 
Vd < x 还 有 
hy(t,x,(d,e%)) = 
P(X(t) > d,X(s) > d,O0 < s <t < z, | X(0) =x) = е“. 


hy(A,x,(d, © )) = yate C о ,y]) = 
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P(X(r, -0) y,X(s) > d,0 < s< zr = t| X(0) = x) = 
P(x + er; < ут = t | X(0) = x) = 
t AIE) 


pt 


l-e y zx. 


qa(1,x,(- 9,y)) = 


[аас х,аз), о ,у)) = 
[aa - ee - y 9 = 
[aee + cz — y,o))dz = 


fuera - G(x - y + cz))dz 
qul(A,x,(- e ,y)) = 


K © ‚у)) = 


| ne". C(x — + of) db. 
0 


4.2. 随机 扰动 保险 模型 
WINE EOLIY > 和 | 5,,t > 0| 与 经 典 保险 模型 相同 ， 
X B,;t > 0| 是 与 1N,;t > 0| ALY, |2_, 独立 的 标准 Brown 运 
动 (B。= 0). 令 
x auba =S (2) 
Wi x, st > 01 为 带 随 机 扰动 的 保险 模型 . т„ | 仍 表示 Poisson 过 程 
{М, | 的 发 生 时 刻 序列 . 
定理 2 按 (2) 定 义 的 1%,,t 二 0| 是 保险 风险 模型 ,因此 ,定理 
3.1 和 推论 3.1 成 立 ,其 中 
h(t,x,A) = P(X(t) € A,t < rt | X00) = x) = 
P(x + et + B, € A) P(r, > t) = 
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dy. 


e 


| 1 ау 
: DE rd 
JA у 271 
g(t,x,A) = Р(Х(т - 0) € А, т < t Х(0) = x) = 
Р(х + ст + B, Є Ari < t| Х(0) = x) = 


t 1 2 b 
Dl aaa 


Vx > d, 
hy(t,x,A) = P(X(s) > d, X(t) € 
A, Os & t < sy |. X00) 
Р(х + cs + B, > 1,0 < s < t,x + ct + B, € A) ° 
P(t < т) = 
e “P(x + es + B, > d,0 < s < t,x + et + B, Є A) 
galt,x,A) = P(X(s) > d,0< s < т,,Х(т, - 0) € 
A,t, < t| X(0) = x) = 
P(x + cs + B, > d,0 < s < ту, + 
et, + B, € А,т «tl X(0) = x) = 


x) = 


[Грбе + + B > 0 < 1 < s, + es я 
0 


B, € A)pe“ds = [ honus. 
0 
qa (t, x,C- e ,у)) = 


Г Balt, x,dz)x(z,(- e ,y)) = 
| [Goss aec - y,9))ds = 


uj |. a - G(z - y)]h.(s,x,dz)ds. 


"2391 = 


§5 ”补充 与 注 记 


本 章 结果 属于 刘 再 明 \ 侯 振 挺 [1]. 


"Sb 
应 用 之 四 :排队 论 


eb 排队 论 


$1 输入 过 程 (独立 同 分 布 情形 ) 的 分 布 和 各 阶 矩 


排队 论 中 涉及 到 的 第 一 个 随机 过 程 就 是 (顾客 的 ) 输入 过 程 ， 
输入 过 程 各 式 各 样 , 但 最 引 人 瞩 目的 一 般 独 立 输入 过 程 , 即 各 个 顾 
客 的 到 达 时 间 间 隔 相互 独立 ,相同 分 布 的 情形 .此 分 布 的 分 布 函数 
记 为 C(t), ELO, 0) 内 到 达 的 顾客 数目 记 为 N(1). 当 G( 1) 为 负 指 
数 分 布 时 , NCC) 为 特殊 的 齐 次 可 列 马尔 可 夫 过 程 一 普 哇 松 过 程 ， 
也 只 有 C(t) 是 负 指 数 分 布 时 , N(1) 才 是 马 氏 过 程 .在 一 般 情形 下 
N(t) 是 一 个 半 马 氏 过 程 . 本 章 的 目的 是 利用 作者 在 半 马 尔 可 夫 过 
程 方面 的 结果 ,分 别 给 出 N(1) 概率 分 布 的 明显 表达 式 及 N(1) 的 
各 阶 矩 的 计算 方法 . 令 


P(t) = P(N(t) = j 1 N(0) = i). (1) 
P,(A) = [ep at. (2) 
GOA) = | e*ccoar. (3) 
定理 1 
O, T3; 
à d. аў, Y= š; 
Pa) = +A А nee (4) 


16-(1) - 16 (2), i145 
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从 而 
0, J < š 
Plt) = 41- C(t); j= i; (5) 
GU UL Gy fug. 
其 中 CU (1) 表示 GG) 的 n EAR. 
证 明 ”由 于 N(1) 是 一 个 半 马 氏 过 程 ,所 以 ,根据 定理 13.2.2 
知 ,1P;(4),j € E| 是 半 马 氏 过 程 的 向 前 方程 


а= Эс сэн (А), h (A) GEE) (6) 
KEE 
的 最 小 非 负 解 , 此 时 
4 (A) = 06,46 (4), (7) 
һа) = ау EW, (8) 
h(a) = = 20) (9) 
于 是 向 前 方程 (6) 变 成 
Qs Fek 
m= =, joi (10) 
5.0647, j >: b 
解 方程 (10) 立 得 定理 1. 
下 面 举 些 例子 . 


1. G(t) 服从 T(q,r) -分 布 (gq > 0,r > 0) 
这 时 G(1) 的 密度 函数 


О, £=0; 
= 11 
Sar CES ra ее, ($0. (11) 


其 中 P(r) = Ñ ted: FE 


Sex S 
G(A) = Gaal (12) 


5 9906: * 


由 定理 1 立 得 
定理 2 车 C(t) 服从 P(q.r) – 分布 , 则 


Ü, <: 

рубА) = rt pta ен (13) 
О; j«is 

p(t) = |1 fds j= is (14) 


[Zaa (a)d - [aa (sds, j<t. 


2. G(t) 服从 参数 为 q Hk - 阶 爱 尔 朗 分 布 
周知 , 当 г WIE RRA BEL Г(д, k) - 分 布 就 变 成 大- BRB 
分 布 . 于 是 由 (13) 和 (14) 得 
定理 3 若 C(t) 服从 参数 为 q BJ k 阶 爱 尔 朗 分 布 , 则 
0, Jai 
l 1 1 : Я 
р;(А) = xa a xe po (15) 
l и 1 K(j-is1 x 
er Bs rere io did 
0, j«i 


i (qt)' 
- 
e > ИГ? 


pelt) = niea (16) 


K(j-i+1) a 
oes 
s= k(j- i) s! 


3. G(t) 服从 参数 为 q 的 负 指 数 分 布 
周知 ,1 — 阶 爱 尔 朗 分 布 就 是 负 指数 分 布 , 故 由 (15) 和 (16) 立 得 . 
定理 4 若 G(1) 服从 参数 为 q 的 负 指数 分 布 , 则 


e » 94. 
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E Ж = 
А + 2M HB z? pus 
» fet 
Е e Dei 
: "2 1 
>т j>i 
4. G(t) 服从 x (n) 分 布 
这 时 G(r) 密度 函数 
0, «<0; 
EC 6) = i n/2- t. 
J рау Z t> 0 
JC 为 正 整 数 ,出 于 
Ayan 
TER Ро" 


PP» * = рау“ ° 
BRAY GO) 服从 参数 为 P(1/2,n/2) - 分 布 .于 是 有 
定理 5 d C(t) 服从 y (л) 分 布 , 则 
0, j« ts 
p (t= 324 АТАСА + V2) 
1 12 хаб)» Ve 2 yo Do 
À 


+ jJ = š 


ri 
i= | fan C ses, ў 2$ 


(17) 


(18) 


(19) 


(20) 


(21) 


Jud. 


(22) 


Ë 
Y^ x v I ` . . 

| U т 5248 = iu Gin 65208: J >. 
0 0 


5. Git) 服从 [0, 有 1 上 的 均匀 分 布 
这 时 СОг) 的 密度 函数 
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0，t <0 或 1 > hh; 
(i= 23 
feu) ve t € [0,А]. з) 
Ө (аў = At oe, (24) 
Ah 
故 得 
定理 6 Æ C(t) 服从 [0,h] 上 的 均匀 分 布 , 则 
0, jm 43 
| i dd ET, — 
ӨЗ =за а ак eS (25) 
L йл уу. dob аге у; o: 
X x X 7 i53 o fxh 
p; (t) = 
0, j «d 
1- Lao) -G-Dm o0). j= ё 
(26) 


= DG- BO аў: 
= Ы k=0 


一 упра (- 1)*(t - kh)! a Ist, j»i. 
以 上 我 们 讨论 的 都 是 连续 情形 ,以 下 我 们 讨论 离散 情形 . 

以 9 表示 两 个 相 邻 顾客 到 达 时 间 间 隔 , 假 定 9 只 取 正 整 值 . 

6. G(t) 服从 一 个 离散 分 布 


设 
P(0-k)-sakzzl,a, > 0,У)а =1. (27) 
k=l 
从 而 
G(x) = ae. (28) 
k=l bs I 
G' (x) = Se 2 a, a, та, ). | 
kzs k the +k =k 
NUR 


定理 7 +4 G(1) 服从 离散 分 布 (27) , 则 
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з 
L do ж 
= € = L; 
A Ag J 
PA) = 9 1 з a ^ 
E a, a a - 
ree k tke k =k 3 UN ^ ) 
] < ж ‘ š 
= ах Gy 0, ds > 2. 
À 144 ол АЕ kh ky 96 Ј 
(29) 
0, J <4 1; 
и 
1 = EN J = 1j 
k-1 
p (t) = 4 [1 (30) 
ў > 2 а, ата, as 
kzj-ik thy eek =k 
и] x 
2 a, a, ay + ЗЕ 7 
те pet 
7. G(t) 服从 几何 分 布 
设 
a, = рд ',k>1,p>0,q¢>0,p+q = 1. (31) 
于 是 由 (29) 和 (30) 得 ， 
定理 8 若 G(1) 服从 几何 分 布 (31) , 则 
0 ўа 
Jf. lS ap. Ei z 
А Az prm 
p (À) = INS etdi рф ЧӨ _ (32) 
À k= j-i 
l 7 eno: y mue o-n dj > i. 


К=]-1+1 
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Ü, j <2; 


il = è š 
1- Хурд. j= ü 
k=1 


p(t) = S eis prigh Я (33) 
k=j-i ї 
[d] PER — 
p> бар“! gum, j sob 
=j-i+ 
8. G(t) 服从 普 瓦 松 分 布 
设 
k-1 
a, = "(Тур k >: 1yq: >: 0; (34) 
于 是 得 ， 
定理 9 若 G(1) 服从 普 瓦 松 分 布 (34) , 则 
РО) = 
0, j« ts 
3 ga a aR 
X A ТЕЕ ^5 
lU Pe k-(j- 0 e (35) 
dus ee? - 


k-(j-i+1) 


eiü-i SF, ET "^ k-(- i81) 
2; е EC fe 


š А 27714 
Р; (t) = 
0; fxi; 


ОЯ 5-1 
_. Бед r = z 
Lk Site ore S99 


kel 


(36) 


id k-(j-i) 


i 
-4-0 ` ` q Н :Ak-G-0 
dul mg Q nn 


niet) SN Pen k-Gzisl) 
_ Аі АС -(j-i4l . . 
e d G- F+ DIS i1) "E E 


9. G(1) 服从 二 项 分 布 


设 
+ 401 > 


a = Car nas kz1,2,,m. (37) 


定理 10 — 2; CCO 服从 分 布 (37), 则 


O; j+ Е; 
ea ie gt, j= i; 
p A) = m(j-i Є aise 
y rS. 人 人 
=ј- 
To 4-0-4) т(ј-0-4 
EU: "Ord Dee np xs г MAR , J > i. 
T 
(38) 
Of; Jj «4d; 
[:]A m 


Ë= > e ipt V qi. k je 


p; CO = ¥lelAm(j-i) re ON 
(j-i) k-(j-i) m(j-i)-k 
COG: „р i И i 23 


k=j-i 


LelA m(j-i+1) 
\ k-(j-i+1) m(j-i+1)- k : ， 
j-i+ m(j- i+ y isk 


Р Ре СЕ р 9 
=j-i+ 
(39) 
WEBB (37) 得 
бол) = >= шї iode ip’ 'q m-k _ e (pe^? + gn, 


у= = 


G(A) = e*(pe* 
e 25 e +... D pq Ds- 


k — 


{m-1)s 
k (m-1l)s- k 


> e? "9 Ct ip q 一 = 
De i = et 1) oe га z: (40) 


由 (40) 立 得 我 们 的 定理 . 
10. GU) 服从 在 m 个 整 点 [1,2,…, m] 上 的 均匀 分 布 
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Bs hk 2 1,2,755,m. 
易 证 
定理 11 A C(t) 服从 均匀 分 布 (41) , 则 
0, j < š; 
1 1 m INE. 
3 “anne? Jj zt 


k=1 


p (À) = EE 
Ё — = 2) 6" (m,j - i,k) - 
k=j-i 


l mC- i1) 
Өз js 


k=j-i+l 


[2] A m(j-i+1) 
— i S akma ü Gok, 
m ! k=j-i+l 


其 中 
v(m,s,k) = >; 1 


ky th, ek =k 
l<k <m(l<r<s) 


可 由 下 列 递 推 公式 唯一 决定 : 
u(m,l,k) = { 


l; laka rm 


0, 其 他 . 


v(m,s,k) = Dum,s = 


1=1 


n 


M(t) = E(N(t) | N(O) = 0); 


ES e"y(m,j-i4l,k),j > i. 


i E. 


M(t) = E(N(t) | N(O) = D, i20,10, 


(41) 


(42) 


(43) 


(44) 


М" (1) = E(M(t)’ | N(O) 20, p = L2, (49) 
M(t) = E((N(t)? 1 N(0) = i), i = 0,1,-+,p = 1,2, 


(50) 
Td 
My? (1) = M (1) = M(t) = M(t). (51) 
定理 12 M(t) <+ ®,Ң M(t) 是 方程 
M(t) = G(1) +| MC - s)dG(s) (52) 
的 唯一 解 .于 是 有 
MG) = SE). (53) 
WEBB ”对 (52) 两 端 取 拉 氏 变 换 得 
MCA) = Й(А)С(А), (54) 
所 以 
M(A) = ТЫ (55) 


于 是 ,由 逆 拉 氏 变 换 的 唯一 性 立 得 方程 (52) 的 解 的 唯一 性 .由 过 
EE c, 的 马 氏 性 并 注意 到 M,(t) = 1 + M(t) 立 得 


M(t) = ма = diss) = 
[мо - $86) = fa £ M(t „49466. = 
[acc + [n Gy = 


Clt) + [ra = dha), (56) 


故 M(t) 满足 方程 (52) FH З Ir MICE. 
定理 13 M(t) <+ o, B. М (1) 是 方程 
MP (1) = 


S cM" (t - s)dG(s) + [ MPa- sac(s) (57) 
1-0 
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的 唯一 解 . 
证 明 ”唯一 性 .由 逆 拉 氏 变 换 的 唯一 性 立 得 (57) 解 的 唯一 
TE. 
id 
Mi? (t) = E((N(t))? | N(0) = 1) = 
ECC + NY 1N(0 = 0) = 3CM?(), — (58) 
1-0 
及 过 程 在 т, 的 马 氏 性 得 
M? (1) = [uina = Dd = 


2 P 
| Nie? - ас) = 
1=0 


S cf MOC = 4c) + [MP Ci a6). (59) 
1-0 0 0 


故 MP (1) 满足 方程 (57) .至 此 ,定理 得 证 . 
定理 14 Hk > 1,0 M(t) <+ о, Н 
MP (t) = S cte! M? (2). (60) 
1-0 
ERR 
MP (1) = E(((N(t))? | N(O) = i) = 
E((i + N(t))? | N(0) = 0) = 


BCS) Gg" (OG)! | N(0) = 0) = 


ar 'ECNG)) | N(O) = 0) = Dar 'M” (1). (61) 


利用 上 述 三 个 定理 , 可 以 把 上 面 所 研究 的 各 个 随机 过 程 的 分 布 的 
各 阶 矩 计算 出 来 .此 处 不 袭 . 
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52 输入 过 程 的 分 布 (成 批 到 达 情 形 ) 


在 $ 1 中 对 顾客 到 达 时 间 间 隔 相 互 独立 同 分 布 的 情形 ,研究 
了 输入 过 程 Мг) ,给 出 了 N(t) 的 概率 分 布 及 各 阶 矩 的 计算 方法 
的 明显 表达 式 , 并 举 了 一 些 有 意义 的 特殊 例子 ,以 示 所 得 结果 的 应 
用 .本 文 把 $ 1 中 的 “在 每 个 顾客 的 到 达 点 (时 刻 ) 上 只 有 一 个 顾客 
到 达 ” 的 假定 放宽 为 “在 每 个 顾客 的 到 达 点 上 到 达 的 顾客 数目 是 
一 个 随机 变量 , 且 这 些 随机 变量 相互 独立 且 具 有 相同 的 分 布 .在 新 
的 假定 下 给 出 了 输入 过 程 (о) 的 概率 分 布 及 其 拉 氏 变换 的 明显 
表达 式 . 
设 顾客 到 达 时 刻 t, ,t,,… 之 间 的 间隔 t; = tia- (i = 0,1,2, 
…,to = 0) 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 ,其 分 布 函数 记 为 C(t), BI 
Р(т si)=GCG()，1i=0,1,2,… (1) 
但 在 每 一 个 到 达 时 刻 不 一 定 只 来 一 个 顾客 ,而 可 能 是 来 一 批 顾客 ， 
其 数目 是 一 个 随机 变量 . 设 第 i(i = 0,1…) 批 到 达 顾 客 数目 x , 诸 
x, 相互 独立 , 且 具 有 相同 的 分 布 , 且 与 诸 z (i = 0,1,…) 相互 独立 . 


4> 


P(x, =k) =f, (k-1,2,-), (2) 
于 是 
f > 0, SA = 1. (3) 
k-1 
以 N(t) 表示 在 [0,:) 内 到 达 的 顾客 数 . 令 

p (t) = P(N(t) = j| N(O) = iD, (4) 

5. (А) = | ep Dd (5) 

СА) = | e*acco, (6) 
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F(z) = 24e. (7) 
ix 


u(A,2) = (А)=*. (8) 


>» 
定理 1 

1- С(А) | 

А З Етте a ae Sn ee ¿ . 9 

v, (A, 2) Ad - б RO (Izl« 1) (9) 

证 明 ”显然 N(1) 是 一 个 半 马 氏 过 程 ,所 以 1p;(4),j = 0,1, 


| 是 向 前 方程 
sss EO id (edis за 


- h, (A) 
的 最 小 非 负 解 ,其 中 


 Ј= 1; 


40 A idi (11) 

h; (A) = д; 1-6), (12) 

(A) = _ eU, (13) 
于 是 向 前 方程 变 成 

gin утре 20), (14) 
k-0 

故 

О. f= 43 

A) = [Z “Gy, jai. аз) 
HJ H XE i = 0 证 明 (9) 成 立即 可 , 即 只 需 证 

t —.6(2) 
eS Wo ЕЕЕ tian. ы MERE (16) 


A(Q - G(A) F(z)) 
成 立 , 易 由 (14) 得 


pal) = раба) Сода + Q) G = 0 (2) 


从 而 
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uw (aA,z) = Sip, (2 = 
j=0 
2, 2,5400 аЛ ut 9 k (AY = 
G(A) P (A) Уу + ho (à) = 
PET] j- bu 


CAD Pala Dye + = SA - 
k=0 j 


С(а)ь, (А, 2) F(z 1-00), (18) 
H (18) 立 得 (16) ,至 此 定理 的 证 明 遂 告 完 成 . 
定理 2 
0, j< i; 
i=) 
pases J + 79 
1- 60)4 


P C >) ff hE), j> i. 


k=0 1 


(19) 
证 明 ”显然 只 需 对 i = 0 进行 证 明 即 可 .由 (16) 得 


PA pez L- £01» ea) P(e) = 


= = BOYS A E “Л,)# = 


ST У) AO. (20) 
由 (20) 立 得 定理 2. К 


以 GOU) 表示 C) 的 i EAR, WA 
定理 3 


py(t) = 
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„+ Dy fff MEO) е). did. 


1* y 


(21) 
证 明 ”由 定理 2 立 得 我 们 的 定理 . 


$3 GILG/1 排队 系统 的 等 待 时 间 


本 节 讨 论 GUG/T 系统 的 等 待 时 间 , 等 待 时 间 的 研究 是 排队 论 
中 非常 重要 的 问题 ,M.H.A.Davis 用 补充 变量 办 法 来 讨论 此 问题 
并 在 输入 为 Poisson 过 程 时 ,得 到 了 等 待 时 间 过 程 为 马尔 可 夫 过 
程 ,在 本 节 中 我 们 用 马尔 可 夫 骨 架 过 程 理 论 , 不 用 补充 变量 法 来 解 
决 此 问题 ,相对 来 说 既 直观 又 简单 ,并 在 输入 较 Poisson 过 程 广泛 
的 一 类 过 程 情况 下 ,证 明了 等 待 时 间 过 程 也 是 马尔 可 夫 过 程 . 

所 谓 GUGU 排队 系统 是 指 

(1) 顾客 在 时 刻 c, ,rm ,…… 陆 续 到 来 ,到 达 时 刻 的 间隔 0, – 
Tet — r (m = 0,1,…,ro = 0) 是 相互 独立 ,相同 分 布 的 随机 变 
量 . 其 分 布 函 数 为 4(x), 即 

P(0, = x) = G(x). (1) 

Gi) 各 顾客 的 服务 时 间 V, Vo ,…, 之 间 及 与 190, | 之 间 均 相互 

flr FFAS V, 均 有 相同 分 布 
P(V, « x) = B(x). (2) 

(iii) 有 一 服务 台 , 顾客 到 达 后 排 成 一 队 , 按 到 达 次 序 接受 服 
5. 

4 W(G) 为 上 时 刻 顾客 到 达 的 等 待 时 间 ( 包 括 对 它 的 服务 时 
间 , 见 图 3) .显然 ,及 (上 ) 为 一 逐 段 决定 马尔 可 夫 上 骨架 过 程 ,顾客 到 
达 时 序列 ro = 0,7, ,Ts,，…, 是 其 骨架 序列 .于 是 有 
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(1) = 2,e x Ter tT), geen o O<t <+ х, (3) 


其 中 


жез, O = = xs 


g(x,t) = Í (4) 


Ü, £ > £. 
4 
h(t,x,A) = P(W(1) € Aut «r1 W(002 x), (5) 
q(t,x,A) = Р(х(т) € Ayr, < t| (0) = x). (6) 
it 和 表示 К, 的 Borel с — 5X 
9381 yrs OAC Z, 


h(t,x,A) = (1 - G(t)) Itgts.neal- (7) 
PITT S =|] ,,, SBUDdGG). (8) 
0J А-ф(х.! 
其 中 
А - 9(x,t) = (Z - o(x,t):Z€ A). 
证 明 


h(t,x%,A) = P(W(t) € Aot < t, | W(00 = x) = 
P(e(x,t) € Aat < r, | W(0) = x) = 

Р(Ф(х,1) € Al W(0) = x) Pt < z, | W(0) = x) = 
loneai * Pétri > t) = Fi ocn * (1 — AC). 
q(t,x,A) = P(W(r,) Є A,r, < t | W(0) = x) = 


f Pws) Cx cdi MW a is 
| PG.) = V, € A)de(s).« 
[ POV, € A - ф(х, ))4С(8) = 


NMENKLOTO 


* 410 + 


p(t.x,A) = PW) € AL W(0) = х), 1€ RACES. 
(9) 
由 向 后 方程 立 得 
定理 1 (p(i,z,A):x € R,,t € R,,A EB 是 方程 
flat) = [ [| бу: - u)q(z,du,dy) + h(r,z,A) 
0 (0.:] 


(10) 
的 最 小 非 负 解 . 
由 定理 9.1.5 立 得 . 
定理 2 ” 当 且 仅 当 , 相 邻 两 个 顾客 到 达 时 间 间 隔 0, 服从 负 指 
数 分 布 , 即 当 有 是 仅 当 Gn cn Æ MG SE W(t) AERA. 


$4 M/G/1 和 GLM/N 排队 系统 的 队长 


由 于 最 简单 流 的 无 后 效 性 ,在 50 年 代 ,Kendell D.G 首 先 指出 ， 
对 于 M/G/1 排队 系统 的 队长 L(1) ,在 一 系列 顾客 的 离开 时 刻 c, , 
观察 L(t), WW L(c,)(n = 0,1,…) 构成 一 个 马尔 可 夫 链 , 他 研究 
了 这 个 马尔 可 夫 链 ,并 得 到 圆满 的 结果 .但 实际 上 ,每 个 r. 有 更 强 
的 性 质 ;L(1) 在 c, 具有 (时 齐 ) 马尔 可 夫 性 .在 50 年 代 后 期 ， 
Tahacs Lajos[ 1] 不 自觉 的 利用 上 述 性 质 , 求 出 了 L) 的 概率 分 布 
的 拉 氏 变换 的 母 函 数 的 明显 表达 式 . 对 于 GUM/N 排队 论 系统 
Kendell D. G 有 类 似 的 结果 .60 年 代 , 吴 方 、 徐 光辉 对 GUM/N 排队 
系统 进行 了 研究 ,给 出 了 队长 (о) 的 概率 分 布 的 拉 氏 变换 的 母 函 
数 的 明显 表达 式 . 

现在 看 来 ,M/G/1,GI/MI/N 都 是 典型 的 马尔 可 夫 上 骨架 过 程 .本 
节 就 是 利用 我 们 建立 的 马尔 可 夫 骨 架 过 程 理论 给 出 M/G/1 系统 的 
队长 L(t) 的 向 前 方程 ,进而 算出 L(1) 的 概率 分 布 的 拉 氏 变换 递 
推 计算 公式 ,也 顺便 给 出 L) 的 概率 分 布 的 拉 氏 变换 的 母 函数 的 
AGN Takacs 的 明显 表达 式 .关于 GUM/N 排队 系统 的 队长 LC), 
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我 们 只 说 明 一 点 : 徐 光 辉 [2, 第 四 章 § 3 的 公式 (56) ] 就 是 我 们 现 
在 定义 的 L(t) 的 向 后 方程 ,但 在 推导 这 一 公式 时 , 书 中 说 是 利用 
全 概率 公式 ,而 应 说 是 “利用 全 概率 公式 和 顾客 到 达 时 刻 v, 的 马 
尔 可 夫 性 ”. 

所 谓 M/G/1 排队 系统 ,是 指 满足 如 下 三 条 的 随机 服务 系统 . 

(i) 输入 是 参数 为 q 的 最 简单 流 ; 

(ii) 各 顾客 的 服务 时 间 о, ,w,… 之 间 以 及 它们 与 输入 之 间 均 
相互 独立 ,并且 各 v, 具有 相同 的 分 布 

P(v, < x) = B(x). (1) 

(iii) 有 一 个 服务 台 ,顾客 到 达 时 , 若 服务 台 空闲 ,就 立即 开始 
服务 ;否则 就 排 和 队伍 末尾 等 待 , 并 按 到 达 次 序 逐 个 接受 服务 . 顾 
客 在 服务 完毕 后 就 离开 系统 ,同时 队 首 顾客 (如 果 此 时 有 顾客 等 待 
的 话 ) 立即 接受 服务 . 

ДЇ LCO 表示 上 时 刻 的 队长 , 即 正在 排队 的 和 被 服务 的 顾客 的 
总 数 , 令 т, = 0,7, ,为 第 nn 个 被 服务 的 顾客 离开 队伍 的 时 刻 .由 条 
FG) MGi) K (iii) 可知,L(4) 是 一 个 以 ic | 为 其 骨架 序列 的 齐 次 
马尔 可 夫 骨 架 过 程 . 

Hy ККЕ Oo BER 、 邹 捷 中 [1] A, LCD 是 以 1z,| 为 骨架 序列 
HCH, Q) 过 程 ,为 了 陈述 定理 ,我 们 首先 引入 下 面 的 符号 , 令 : 


p(t,i,j) = p(L(t) = j 1 100) = i), (2) 
px(i,j) = [ e». i. pat, А > 0, (3) 
h(t,i,j) = P(L(t) = ј, т> t 1 LO) = i), (4) 
hy (inj) =| e*h(t,i,/dt, à > 0, (5) 
952,1.) = P(L(rj) = jz, = t | LO) = 0), (6) 
a isi) = | еа, isj). (7) 
显然 有 
h(1,0,0) = e`“, (8) 


h(t,0,/) € 


е” Че Dipta -Ba as, f 20, (9) 


h(t, i,j) = 82 В(0)), je ё, 0, (10) 


Ga И 
h(t,i,j) 20, j«i,i 0, (11) 
000,0 = [a - e) авс), (12) 
q(t,i,j) = | Gee *dB(s), j > t= L (13) 
q(ti,)-20, j < i= Y, (14) 


由 (8) ~ (04) ,可 把 h (i,j), (GS) 计算 出 来 . 令 
hlk) = | ee Ga - B(t))dt, k>0, (15) 


易 知 
(2.3) = ЊО = feds. (16) 
A. 
H = (hGj) t > 0,jz 0). (17) 
于 是 
h,(0,0) A,(0,1) A,(0,2) hi(0,3) 
0 (0)  h() R) 
Н = 0 0 Ооу ма) |. (18) 
0 0 0 h, (0) 


显然 h (0,0), А, (0) 均 不 为 0, 从 而 H У Е, ELS E 
三 角形 


H` = (h,(i,j),i>0,j > 0). (19) 
H HH" = E(E 为 单位 矩阵 ) ,我 们 有 
h,(i,j) = Ó, j«i (20) 


及 
- 413 ` 


hy (i) h, (0) = 1, 


j= k= Q 
SM h Gi —k phi (j - k) = 0, 0<ј <i, 
f= k0 


M А (0,4) A, (ki) = 0. 

t (21) THE А, (i,j) 计算 出 来 , 且 有 
h,(0,0) h,(0,1) A,(0,2) 
0 №00) Һ(1) 
0 0 h, (0) 


“> 


H` QH = Q = (4,(i,j),i>0,j > 0). 
н (23) 可 把 Ô 计算 出 来 , 且 有 0, (2,7) 208 
4,(0,0) 4,(0,1) 4,(0,2) 4,(0,3) 
440,0 40,1) 4((,2) 4,3) 
0 = 0 4, (0) 40) 40) 
0 0 4 (0) 40) 
0 0 0 â, (0) 
这 样 我 们 就 得 到 了 向 前 方程 
P, = PO+H, 
即 
P,(i,0) = 
P,(i,0)4,(0,0) + P, (i,1)4, (1,0) + h(i,0) 
P,(i,j) = P,(i,0)9, (0,3) + P,CE,1)4 (5,7) + 
PAGG -ht D+ hi), j»0. 


=2 


“> 


Po. (i) = 598161,7). 


j=0 
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(21) 


(22) 


(23) 


“|. (24) 


(25) 


ha (4,2) = Sh (i,i)2. (29) 
1-9 
Qs = Sak ps, kz0,. (30) 
j=0 
Gao = 7 (31) 
j-0 
定理 | 
: zha o) * Р, Ci ,0) (255,5 (0) = ĝa.) 
Ра иаа 
же Îi.) 
zP, (i,1)(ĝa. (1) = ĝa.) (32) 
z- Vacs i 
其 中 
P,(i,0) = 


44, (1,0)[1 - 210, G) + Aly G.] - G0) 3104 0.) - 60] 
j= j=0 


a 0,0(450, - 4) + Q- 4(0,00,0,.) - G G) 
j-0 


(33) 
P,(i,1) = 


ia = 4,(0,0))[1 - Y GG + A G1 - h CiO 31(,0,)) ~ 600) 
j=0 j= 


3a 0,0(5(00,5) - 4) + (1 - 4(,0(; 0,3) - 40)] 
ged 


(34) 
WERA 由 (26) 和 (27) 得 
Paa (i) = zhag li) + Pyis0) (9 „у = day) + 
PC, G0 – aon) + 182p, s). (35) 
从 而 , 立 得 (32) . 
由 (26) 和 
Pinte = >| paipa: = i. (36) 
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立 得 (33) 和 (34) ,定理 得 证 . 
由 (26),(27) 及 定理 1 立 得 . 
定理 2 ”对 任意 的 i = 0,1,2,…, 队 长 的 概率 分 布 的 拉 氏 变换 
P, (i,j) 可 由 (3.3),(3.4) 及 下 面 的 递 推 关 系 式 唯一 决定 : 
P,(i,j +1) = 


1 
a (9) PO - 5G,0)$(0,0 - 5G,060,) - 


hG- De VOLE Da -AFD (37) 
k=2 


由 定理 9.1.5 1719. 
定理 3 МНИХ `4, MICI 和 GWMIN 分 别 是 MIMA 和 
M/MIN BY, L(t) 才 是 马尔 可 夫 过 程 . 


$5 在 排队 网 络 中 的 应 用 注 记 


排队 网 络 作为 计算 机 系统 .通讯 网 络 及 制造 系统 等 的 一 般 模 
型 ,得 到 越 来 越 多 的 学 者 的 重视 ,成 为 当今 最 活跃 的 研究 分 支 之 
排队 网 络 最 重要 的 课题 之 一 是 系统 的 稳定 性 质 . 
假定 我 们 所 研究 的 网 络 有 J 个 单 服务 员 服 务 台 共 提供 kK 项 服 
务 (J < K) , 且 每 个 服务 项 目 有 且 仅 有 唯一 服务 台 提供 服务 .如 果 
至 少 有 一 个 服务 台 提 供 两 项 以 上 服务 , 则 称 此 排队 网 络 为 多 项 服 
务 排队 网 络 (multiclass queueing networks) . 若 人 允许 到 达 网 络 的 顾 
客 ,在 有 限时 间 内 接受 完 部 分 项 目 服 务 后 离开 网 络 , 则 称 此 多 项 服 
务 排队 网 络 为 多 项 服务 开 排队 网 络 (open multiclass queueing 
networks) . 
决定 排队 网 络 系统 演化 主要 有 三 个 要 素 :1) 顾客 到 达 的 ( 概 
率 ) 规律 ; 2) 每 项 服务 所 需 的 服务 时 间 分 布 ; 3) 当 顾 客 接受 完 某 
项 服务 后 即 转移 到 其 他 服务 项 目的 (概率 ) 规律 .其 次 是 服务 规则 
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(Service law). W% ИЛЕ ЖИШП: FER GJR Ж (FIFO, first — in — 
first — out) ;后 到 先 服务 (LIFO， last — in — first — out); 固定 顺序 优 
KALI Ж (SBP, static buffer priority) ; 共享 服务 (HLPS,head — of — 
the — line processor sharing) 等 . 

刻画 排队 网 络 系统 的 最 重要 的 性 态 指标 为 队长 . 令 

Z,(1) = 时 刻 1 等 待 或 正在 接受 第 项 服务 的 顾客 数 ,k = 1, 
2,…, 尺 ( 即 包 括 网 络 外 部 到 达 的 ,又 包括 网 络 内 部 转 来 的 ) .一 种 
重要 的 稳定 性 概念 是 ,对 每 个 存在 x € К, ,使 得 


Pf lim 了 | aUas = m] = E: 


МА, Z(t) a CAO Z0) ZU) MRED RE ES 
不 是 马 氏 骨架 过 程 . 研 究 上 述 稳定 性 的 一 个 基本 方法 是 ,通过 引入 
适当 的 补充 变量 ,重建 相应 的 马尔 可 夫 过 程 模型 X = 1XCO .这 
时 只 需 验 证 X 的 正 Harris 常 返 性 (positive Harris recurrence) , {Fi 
含 了 排队 网 络 系统 的 稳定 性 (参见 Dai, J.G. On positive Harris 
recurrence of multiclass queueing networks:A unified approach via 
fluid limit models. Annals of Applied probability 5, 49 — 77(1995)) . 
为 简单 起 见 , 我 们 仅 考 虑 固定 顺序 优先 权 (SBP) 与 共享 
(HLPS) 两 种 服务 规则 . 
引入 变量 
Ult) = (U,(t),k = 1,2, -, K), 
Vet) CODE s 1,2,5 X). 


其 中 , U (i) 表示 外 部 到 达 第 大 项 服务 的 下 一 顾客 的 在 时 刻 上 АЗЕ 
余 时 间 (the residual external interarrival time) ; V, (1) 表示 正在 接受 
第 大 项 服务 的 顾客 的 剩余 服务 时 间 (the residual service time for the 
leading job of class К). 

S c, 为 第 上 个 队长 (向 量 ) 改变 的 时 刻 , 亦 即 第 个 外 部 顾客 
到 达 或 某 项 服务 结束 的 时 刻 .显然 ,在 任意 两 个 这 样 的 相 邻 时 刻 之 
а], Z(t), U(t), V(t) 按 决定 性 系统 演化 ,而 且 当 且 仅 当 在 这 样 的 
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Z3 CZCD ,UCDO ,VCO) 发 生 跳 转移 . 令 
X(t) = (Z(t), U(t), VCO)). 

假设 V(r) 是 右 连 续 过 程 ,容易 得 ,了 为 取 值 于 已 = ZS x RT 的 齐 
次 逐 段 决定 马 氏 骨架 过 程 (PDP) .由 PDP 成 为 强 马 氏 过 程 (PDMP) 
的 充 要 条 件 , 即 得 工 为 逐 段 决定 马 氏 过 程 (PDMP) .于 是 我 们 有 如 
下 定理 

定理 1 WHY = |X), t > 0| 为 逐 段 决定 马 氏 过 程 . 

注 1 由 上 述 定理 ,对 XX(1) 我 们 可 用 逐 决 定 马 氏 过 程 理 论 和 
研究 方法 加 以 深入 研究 .这 要 比 用 一 般 马 氏 过 程 理 论 和 方法 研究 
要 简单 得 多 . 

注 2 与 Dai(1995) 的 命题 比较 ,这 里 无 需 引 入 补充 变量 8 = 
(By ，… ,Bk), 它 表示 正在 接受 服务 顾客 的 共享 服务 时 间 比 例 . 

3 男 一 种 补充 变量 的 方式 为 , U, GO 表示 至 时 刻 :最 后 一 
顾客 到 达 网 络 的 时 间 , V, (2) 表示 时 刻 t 正在 接受 第 次 服务 的 顾 
客 已 接受 的 服务 时 间 . 这 时 定理 1 仍 成 立 .这 种 补充 变量 方法 得 到 
马 氏 过 程 X(1) 的 适应 性 与 系统 本 身 的 适应 性 同步 ,而 第 一 种 方法 
显然 是 不 同步 的 . 


§6 Exi 


$1- §4 HRA MES, § 5 由 刘 国 欣 撰写 . 
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p 基本 知识 


$1 Polish 空间 与 单调 类 定理 


Polish 空间 是 概率 论 中 经 常用 到 的 一 类 拓扑 空间 .这 是 因为 
这 类 空间 足够 广泛 且 具 良好 的 性 质 . 
定义 1 设 E 为 一 可 分 拓扑 空间 .如 果 在 E 上 存在 与 其 拓扑 
相 适 应 的 距离 d, f (E, d) 为 一 可 分 完备 距离 空间 , 则 称 EW 
Polish 空间 . 
这 里 称 距离 空间 是 完备 的 , 如 果 空 间 中 的 基本 列 丝 收敛 . 注 
意 ,完备 性 概念 不 是 拓扑 概念 :一 个 完备 距离 空间 可 以 改 赋 以 一 等 
价 距离 变 成 非 完 备 的 . 
定理 1 Polish 空间 的 任 一 开 ( 闭 ) 子 空间 仍 为 Polish 空间 . 
WEBB 设 为 Polish 空 间 . 由 于 EE 的 每 个 子 空间 都 是 可 分 的 ， 
只 需 证 明 其 任意 开 ( 闭 ) 子 空间 可 赋予 完备 距离 . 
Bd 为 已 的 一 完备 距离 .如 果 下 为 下 的 闭 子 空间 , 则 d YE F Е 
的 限制 d, BIA F 的 完备 距离 . 
Wt UAE 的 任 一 开 子 空间 .不 妨 设 U > E. 
бу) := de) + | ag 0 
定义 一 U 上 的 距离 .由 三 角 不 等 式 知 
| d(x,U*) - d(y,U*) |< d(x,y). 
BC d(x, US) 是 关于 x 的 连续 函数 .因此 , 任 一 U 中 的 序列 (x%, ) fü 
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AWC Tx EU 的 充分 必要 条 件 为 do(x, .x)  0( n — ©). Ий 
8] d, 与 U 中 拓扑 相 适 应 . 往 证 (U,do) 为 完备 的 . 设 (%,) WCU, 
dy) 中 的 Cauchy 列 .由 (1) 式 , 它 亦 为 (5,d) 中 的 Cauchy 列 . 于 是 
存在 x € EE 使 得 d(x, x) > 0(n— о). ЗИ х EU, 否则 必 有 
lim,d(x, , U) = 0, 从 而 
limsupdo ( xm , x, ) =+ ©, 

3X 5(x,) ACU, do) 中 Cauchy 列 矛 盾 . 这 就 证 明了 定理 . 

定理 2 iW E,,E,,::: 为 Polish 空间 的 有 限 或 可 数 序 列 , 则 其 
乘积 空间 ITE, 为 Polish 空间 . 

WEBB Е, > @(n =1,2,…)( 否 则 LE, = @). V n, d, 
为 E, 的 完备 距离 .不 妨 设 对 任意 x,,y, € Ens da (Xn Yn) < In = 
1,2,…)( 否 则 可 用 d', : = d, A 1 取代 之 ) .对 任意 x,y € ILE, x = 


(x1,22,*)s у = (yi y» 


d(s,y) := У) acd s, 站 


容易 验证 ,d 是 与 ILE, 上 乘积 拓扑 相 适 应 的 完备 距离 .其 次 ,对 每 
“п, Е, ВНЕ 多 , .于 是 , 工 ,已 中 形 如 
U, x- x Uy x Ey x Era х0, € 25, 

n = 1,2,…,N;N = 1,2,… 的 子 集 的 全 体 构 成 I,E, 中 的 可 数 基 . 
Mf, CILE, .d) 是 可 分 的 . 

定理 3 Е Jg— Polish 空间 ,F Jg E 的 一 子 空间 , 则 为 
Polish 空间 , 当 且 仅 当 是 6- 集 . 这 里 G Xem E 的 开 子 集 全 体 . 

WEB] ” 设 (U,) 为 E 的 开 集 列 ,7Y = (),U, .由 定理 2 及 3, 每 个 
U, É ILU, 为 Polish 空间 . 令 

A= (а) € HU, : u; = uy, үј, Еі. 

则 A 作为 I,U, 的 团子 集 也 是 Polish 空 间 .注意 到 了 与 A 同 胚 (Vy € 
Y,yex(y,y, *) E€ A), Y IKA Polish 空间 . 

反 过 来 , 设 E AITEN Y W Polish 558]. d, dg 分 别 为 E, Y f 
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完备 距离 .对 每 个 п V, AME FATE Ww ЭЕ: П Y 
非 空 且 关于 d, 的 直径 不 超过 1/n. 往 证 
Y = Z LE (2) 

注意 到 d 与 d, 在 了 上 导出 同一 拓扑 ,了 YC 了 工作 (Va) WAR BUS x 
ЄҮП(П,У,). 9х € f, V, ABE x 的 一 列 开 邻 域 W, HW, f) 
了 非 空 目 关于 d, 的 直径 不 超过 L/n AE W, + EXT. d 的 直径 亦 
不 超过 1/n( 否 则 ,可 用 x 的 更 小 的 开 邻 域 替代 ,而 且 x EY 了 保证 w, N 
Y 仍然 不 空 ). 由 了 关于 d, 完备 ,存在 唯一 的 yE 了 使 得 y € W. NY 
在 了 中 的 闭 包 . 由 于 对 每 个 n,x,yE W, B d(x,y) < n,n = 1,2, 
…. 所 以 ,x = y € Ү.(2) 式 得 证 .又 因为 每 个 的 闭 子 集 都 是 EE 的 
G3- 型 集 .这 就 证 明了 定理 . 

作为 上 述 命题 的 简单 应 用 ,离散 空间 ,R,R" 及 其 闭 子 集 、 开 子 
集 都 是 Polish 空间 . 

今后 我 们 讨论 的 过 程 一 般 取 值 空间 为 Polish 空间 .这 不 仅 因 
为 Polish 空间 上 述 良 好 的 性 质 .重要 的 是 应 用 问题 中 的 逐 段 决定 
过 程 的 状态 空间 一 般 为 R^ 中 的 G+ 型 集 .其 次 ,我 们 有 如 下 一 般 
的 Doob 可 测 性 定理 ,其 中 . 视 E) 为 E 上 的 Borel o – Ж. 

定理 4 设 / 是 Q 到 一 可 测 空间 (下 ,. 态 中 的 映射 ,p 为 Q 到 一 
Polish 43/8] (E,. A E)) 中 的 映射 .为 要 p 是 c(P) — 可 测 的 .必须 且 
REEF, A SIE, X E)) 上 的 可 测 映射 ,使 得 pg = h- f. 

证 明 ”充分 性 显然 , 往 证 必要 性 . 

我 们 可 以 设 已 经 定义 了 一 种 距离 d, 使 (E,d) 为 一 完备 可 
分 距离 空间 .首先 假设 o WANE: b, ba, W 271 (6) € oC. 
于 是 在 .9 中 存在 一 个 集 B,( 可 能 不 是 唯一 确定 的 ) ,使 得 Ф (Ь,) 
= 广 (B;) .不 妨 假设 序列 B, В, ‚+ 是 互 不 相交 的 (如 车 必要 可 用 
Bi, B; \ B,, B, \ (B, U Bi). 代替 有 7 我 们 定义 
(FA B(E,ACE)) ЕД] hse B, EXC b, , MERE 
F -UFa B: ЕЖА = HECE F) А 即 为 要 求 . 

对 任意 的 e, FETEM(O,0(f)) BCE, A E)) 并 取 可 列 值 的 可 
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测 喘 射 列 Ф, o, 以 2 为 极限 .例如 ,对 每 个 正 数 n. HC E B5— 4 3X 
FB, ,B,.2;…, 它 们 是 互 不 相交 且 直 径 < 27" MAES Borel $E ,在 
Ba; 中 取 一 点 56, 并 在 Q 上 定义 pr tE pa Ep (Bry) EIE brije 
则 由 上 一 段 所 证 ,存在 一 个 从 (F,. 秀 BUC E,ACE)) 的 可 测 函 数 h, 
使 o, = h, CP) .并 由 此 推 知 序列 ,| 在 f 的 值 域 上 是 收敛 的 .既然 
|^, ] 的 收敛 集合 在 .2 中 ,于 是 , 当 我 们 在 1h,1 的 发 散 点 集 上 重新 
定 为 h, = 常 值 , 则 序列 1, | 在 整个 空间 上 收敛 于 一 个 函数 h. 
此 À BIDAR. 

定义 2 SOH-KE.FAOW—FRAK , Fi ON z -类 ,如 
Ж A.B € IB € £j E A - 类, 如果 

(00€ 

(ii) A,B € ZA c B=>B NA € £i 

(ii) А, € BA, ^ ASA € Z 
称 多 为 单调 类 ,如 果 4, € Z A, SAMA, V ASA C Z 

显然 ,如 果 ARI r- ЖА -类 ,或 同时 为 域 和 单调 类 , 则 
V) с – th. 

单调 类 定理 有 几 种 形式 .我 们 首先 给 出 集合 形式 的 单调 类 定 
XE, 

定理 5 ZZ Q 的 两 个 子 集 类 , 且 Zc Z 

(1) BFHA-K,FHAr-KM AACE 

(2) # FARM, FARM (A c Z 

证 明 (D 一 切 包含 FWA -KLX FEA - 类 ( 称 为 多 
产生 的 4 - 类 ) . 令 

KF=\|BEFYACEBNAE FI. 
WAR. 415A - 32, B. FG CKMF' = F.F 
F=|BEFYACF,BNAECF'. 

TA, ZEA- X, HECE MF = FR FE z -类 ,于 
是 .多 是 -RRIA (A c Z'c Z 

(2) 一 切 包含 2 的 单调 类 之 交 FE UK GRON. FZ 产生 的 
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单调 类 ) .与 (1) 的 证 明 类 似 ,可 证 FE z - 26. 
#"= 1BE TF wa es gl. 
则 FE PIE H Z c Z" Z 这 表明 v hA TEZE 
c - R. RITE (AD c FoF 
下 面 来 叙述 函数 形式 的 单调 类 定理 . 
定理 6 S 8 为 集合 Q 上 的 一 r -K, HAO 上 的 实 值 函数 
的 线性 空间 .如 果 ATE PARE: 
(i) 1 € Z; 
(ii) f, € 4,0 < f, ^ f, f ARO AA Sf CH 
(ш) A € £51, € Ж. 
M ABE Q 上 的 一 切 o( A - 可 测 的 实 值 ( 相 应 地 ,有 界 ) 
函数 . 
证 明 SF- ACO, CK WARM FH A -类 . 依 假定 ， 
Vc FRE S (Z) c Z 
ix £ A—o () – 可 测 实 值 (相应 地 ,有 界 ) 函数 . 令 
є = š 


— Sunt <€<(k+1)/2") ° 


M) £, € F0 < ё, ^ & ARE), € HB, 6 € FM 
HQ £ =E- EEH. 

在 本 节 最 后 ,我 们 介绍 随机 变量 非 空 族 的 本 质 上 确 界 概念 . 

定义 3 (О, Р) 为 一 概率 空间 ,. 儿 为 随机 变量 的 非 空 
族 , 称 随 机 变量 7 为 ОАА БЭР, WMR 7 满足 下 列 条 件 : 

(i) 对 一 切 £ € HA £ < 7]а.5.; 

(ii) 设 ЭЧ В е € HAE < wa.s. 则 
# т< a.s. 

容易 看 出 : 若 .多 的 本 质 上 确 界 存在 , 则 必 唯 一 (今后 我 们 总 不 
ТГ а.в. 相等 的 两 个 随机 变量 的 差别 ) ,我 们 用 ess supse ж 或 ess 
sup. RAZ. 

在 上 述 (i) KG) 中 将 不 等 号 反 向 ,就 得 到 本 质 下 确 界 的 定 
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X... WS ASE FAY ess infec x £ 或 ess Ж. 

定理 7 S ON BELA it n AE HK WA ECE) 确 界 
存在 , 且 有 obige OY ICR (E, ) ,使 得 

ess sup% = V „ё, (ess inf = Л ,,). 

GUL, ИНОН ECT) 端 运算 封闭 , 则 (&,) 可 取 为 一 单调 
增 ( 单 调 减 ) 序列 . 

证 明 ”我 们 只 讨论 本 质 上 确 界 ,第 二 个 结论 不 待 证 .为 证 第 
一 个 结论 ,不 妨 设 . 寡 中 的 元 素 一 臻 有 界 , 否则 我 们 可 以 考虑 随机 
AEH FH = laretanë : £ € ZA . 此 外 ,显然 可 进一步 假定 .多 对 取 
有 限 上 端 运算 封闭 .这 时 , 令 (&) c .多 为 单调 增 序列 ,使 得 

lim£[ £,] = sup BL &, ]. 
4 т =V E fEuE 7 29 RAT ЕИ. FU RS ERE XC 3 中 
的 两 个 条 件 . 条 件 (ii) 显然 成 立 . 故 只 需 证 条 件 (i) 成 立 . 设 <E 
36,4 Е, = Е, V ENCE.) c AEn) ЖИ, B тё, = 2 V 
ERIE 
Eln V £] = limE(£^,) < supE(&) = E| 5]. 

由 于 7 V ë > т, ERRI V £ = ga.s. ,此 即 > &a.s. 条 件 (i) 
得 证 . 


$2 最 小 非 负 解 理论 


这 一 节 我 们 讨论 一 类 方程 的 最 小 非 负 解 理论 , 它 是 研究 逐 段 
决定 马尔 可 夫 骨 架 过 程 的 基本 工具 之 一 .我 们 考虑 如 下 方程 
x = Max + bj, i€ E, (1) 
k€ E 


x(t) = У ca(s)a(s)ds +6(t),t>0, Є E, (2) 
kc ЕЈ 0 


f(x) = | Ula (O) + 2(х), x€ E, (3) 
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Фб): | Сах) U(x, A) +V(A), AEZ, (4) 


其 中 ,在 前 两 个 方程 中 ,5 是 可 数 集 ,c, 555, c (0) 5 b CO AEH 
的 ,在 后 两 个 方程 中 ,(E, 妈 为 可 测 空间 ,UV 是非 负 可 测 核 ,g € 
区 而 了 为 (下 ,为 上 测度 . 

W EJÉTEXC— JE E id HAM E SUR, WORK. WS 0 
数 1, 且 对 非 负 线性 组 合 及 单 增 极 限 封闭 ,这 里 PARRA >” 
按 逐 点 定义 .例如 ,f= OREN f(x) = 0 对 所 有 x* E ЕЗ. ER, 
ШЕ ВИП AM — ERR S; AO = 0 R. 

Alef, + 6f) = ciAfi + oA, 
对 所 有 o ,cs > 0 fi f .守成 立 . 记 . 吉 为 满足 如 下 条 件 的 锥 映 
射 的 集 : 
HE f, ^ fa Af, ^ Af. (5) 

此 外 ,我 们 约定 :c/w = 0,24 c > ОВ, сх o = oc > 
ОВ, с+ е = е B0x е = о х0 = 0. 

定义 1 BRAC 4A gC HRMS ATE 


f(x) = (Ар) (х) + g(x),x € E (6) 

的 最 小 非 负 解 (简称 最 小 解 ) ,如 果 f^ 满足 (6) 式 且 对 (6) 式 的 任 
E Ie. 

f(x) > Г (х), x€ E. (7) 


这 一 性 质 称 为 /” 的 最 小 性 . 

为 了 简便 记号 ,常常 略 去 变量 x 

定理 1 方程 (6) 的 最 小 解 总 是 存在 而 且 唯 一 的 .进一步 地 ， 
最 小 解 可 由 如 下 步骤 得 到 : 令 

fF? =O," 三 (8) 

Wf? ^ f (n — о). 

证 明 ШЖ, ИЄ /个 ,因此 此 极限 存在 .由 (5) sÇ, 

Ps lim ^" = lim af” Фа = АЙ" wg. 
因此 у" 是 一 解 . Bit; € HAA. WJ f > f? = 0. 进而 ,车 
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fof? Wf = f+ esse af"? 对 所 
fin > 0R Bf = f .最 后 , 若 两 个 解 均 具 有 最 小 性 , 则 必 相 
[п]. 

我 们 称 (8) 式 给 出 的 迭代 法 为 第 一 逐步 逼近 法 . 

定义 2 方程 (6) 称 为 齐 次 的 , 若 g = 0. 

推论 1 齐 次 方程 的 最 小 解 等 于 0. 

下 面 我 们 比较 不 同方 程 最 小 解 的 序 关系 . 设 4,4 EARN 
记 4 > 4 若 对 每 个 / € HAL > Af. 

ЖУЗ KAAC 4H e.g € HH 


А> A,zg > g. 
则 我 们 称 
/>А+Е, JEX (9) 
为 方程 (6) 的 控制 方程 (或 优 方程 ) . 


定理 2 (比较 定理 ) 设 广 是 方程 (6) 的 最 小 解 . 则 对 方程 (9) 
的 任 一 解 了 ,我 们 有 了 = f. 

证 明 ”用 归纳 法 易 证 f >f” 对 所 有 成 立 . 于 是 由 第 一 逐 
Jp 38 rik BU Aie . 

由 定理 1, 对 每 个 4 € .有 %, 我 们 可 定义 从 ЖЕН БШ] m, 
如 下 : 

malg) = X^ . 

则 我 们 有 如 下 有 趣 结 果 : 

定理 3 m, 是 一 锥 映射 .对 |4,| C.4,A, ^ A K(g,) c .%, 
eg. ^ ge. IV 4 € .Z, £ € HA m, g, ^ mag. 

证 明 ”第 一 个 结论 由 归纳 法 得 到 . 另 一 方面 ,由 比较 定理 我 
们 有 户 := Ms Bn ^H 

А = AS, +g, 
Sf = limf; W 
АГ" = за UE and BME 
WAF 为 方程 (6) 的 一 解 .因此 ,由 最 小 性 f" >f .注意 到 广 = 
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mag > m. g, = /对 所 有 nn 成立, 由 保 序 性 ,f”= 了 .所 以 
f = f = lim my ga - 
推论 2 设 06 为 一 可 数 集 ,1 a,:s € G| c R, , 
m Cau) = dy mag, 
s€ G s€ G 
证 明 — "4 G 有 限时 ,由 定理 3 的 第 一 个 结果 及 归纳 法 立 得 . 
一 般 情 况 下 ,结论 由 定理 3 的 第 二 个 结果 得 到 . 
下 面 结果 是 最 小 解 的 第 二 逐步 逼近 法 . 它 的 证 明 类 似 于 第 一 
逐步 逼近 法 , 略 去 . 
定理 4 WCG.) € A.E Ў 
Ft = n eI anml 
# g, 和 g( 相 应 地 , У)" а, = g) P" ^ тд = 广 (相应 地 ， 
meg = >) ,fA"). 特 别 地 ,车 令 
Fi = g yn = ag, 
则 ing =f" = PI ee 
定理 5 设 f 为 方程 (6) 式 的 一 非 负 解 使 得 < ру" 的 某 常数 
p 三 1 成 立 , 则 广 = f". HESS f” 0f? up 
f"? = A? +E(E0), 我 们 有 — f (n> o). 
WEB] — (8) 式 及 归纳 法 ,我 们 有 
I9 Jg. n > 0; (10) 
p =f" «(p-Df", nz0. (11) 
x f'(x) = © 时 , (10) RAS limf” (x) = 6 = f'(x); M 
f(x) < œ Bf, CIO) 及 (11) RAF 
J^ Cx) = liminff^" (x) < limsupf*” (x) = TD. 
RIA limf (x) = 有 广 (x). 于 是 ,我 们 证 明了 定理 的 第 二 个 结 
i£. 
往 证 第 一 个 结论 - 设 0 = feof of =fRF = 
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Af” + gln > 0). 则 由 刚刚 证 明 的 结论 有 lim/”= f° .但 了 满足 
HE MMR n > Of" =f MUWF = f°. 
定理 6 
O< inff’ (z) < suy" (x) < œ, 
则 齐 次 方程 
f= Af, fex (12) 
的 唯一 非 负 有 界 解 为 零 . 
证 明 BSAG) 的 非 负 有 界 解 . 则 存在 < oo 使 得 
c > supf(x) > supf" (x) > inff’ (x). 
因此 
LIP 
因此 由 定理 5,f = f°. 
其 次 ,对 方程 (12) 的 任 一 非 负 有 界 解 f, 因 为 f+ /为 方程 
(6) 的 一 非 负 解 ,由 上 有 段 证 明 ,f + f" = f .这 就 证 明了 f= 0. 
在 叙述 下 面 结 果 之 前 , 先 引 入 一 些 记号 .对 给 定 的 (五 ,为 上 的 
核 K(x,dy)( 未 必 非 负 ) ,我 们 令 


Kf(x) = | Keay) fy), £ € E,f € Z; 
fK(A) = f(x)K(x,A), AES 
pK(A) = | g(dx)K(x,4), 4€ Zç € Z. 


注意 ,对 函数 了 及 测度 p ,jp 给 出 一 个 核 ,而 gf 给 出 一 个 常数 . 当 
然 ,为 了 使 上 述 记 号 有 意义 ,对 核 或 函数 类 加 上 某 些 限制 是 必 
要 的 .需要 注意 的 是 ,我 们 所 考虑 的 这 些 算 子 是 在 弱 意 义 下 , 亦 即 ， 
这 些 方程 不等式、 函数 与 测度 的 极限 以 及 核 均 是 逐 点 意义 下 . 

现在 ,我 们 转 而 研究 方程 (3) 和 (4) .此 时 ,推论 2 可 作 如 下 推 
广 : 

定理 7 设 U 及 7 为 (E, 妈 上 的 二 非 负 可 测 核 . 

(1) 对 每 个 4 € £i Ë: 
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f= Uf+T(-,A), f€ £ 
的 最 小 解 为 PC- LA) URE z € E, .[,PC 0800 为 方程 
f= Uf+Te, JEE, 

的 最 小 解 . 

(2) 对 每 个 x € Line 

Ф = QU + T(x, •) 
的 最 小 解 为 0(x，,…), 则 对 每 个 测度 v, vQ 是 方程 
p= ФИ +%Т 

的 最 小 解 . 

WEB] 因为 (1) 与 (2) 的 证 明 类 似 ,这 里 只 证 (1). 设 

P(-,A) = T(-,A), AEG, 
P(-,A)" = UP(-,A)™ + Т(-,4), AC Zn >0. 
(13) 
则 由 定理 1 有 
P(*,A)? ^ P(-,4), n> 0, AES. 
由 归纳 法 及 (13) ,我 们 看 到 ,对 每 个 mm > OR x € E, P(x, A) 为 
多 上 的 一 测度 .进而 ,对 每 个 nm > OR € 6, 
po g š Ty, P^" g = UP ç Js Tg. 
现在 固定 gE€ 名, 令 
f? = Tf" = Uf” + Tg, n=O. 
显然 有 fO 2 pO g Bu fo = РЇ” z W 
fn = uf” + Tg = ОР“ g $ Tg = p"? 

БИ f" = P'? z MOT n > ОЗТ ИЕА п — oo 由 定理 1 即 
得 结论 . 

下 面 结果 称 作 局 部 化 定理 . 

定理 8 j 7 为 非 负 可 测 核 ,F” 为 方程 


f(x) = [UG ay) fO) +g(x), x€ E (14) 


ЛМЕ НК, Сс E, |F (х), х € CG( 相 应 地 ,x € Е) | 为 方 
- 431 * 


程 
f(x) = | UG dy) fly) + ИЕ (y) + g(x), 


x € G( 相 应 地 ,x € Е) (15) 
的 最 小 解 . 则 
f(x) =f (x), x € СОНУН, х € E). 
证 明 ”因为 ( 广 (*):xE 6) 是 方程 (14) 的 解 ,所 以 也 是 方程 
(15) 的 解 .由 最 小 性 有 
EC 
男 一 方面 ,由 /” 的 第 一 逐步 通 近 框架 ,有 
f(x) = 0<f' (x), x € G. 
假设 
(о) 5), жЕ Е. 
则 


f(a) = | UG af? 6) + g(x) = 
[uC ay) fr) + [UG pf? О) + g(x) < 


[ооо Q0 + [ UG anf O) + «GO = 
f(x), x€ G. 
HLL, п — œ Bf, 
f (xe) Af (xe) < f (z), x€ с. 


§3 ”过 程 与 停 时 


WO, 为 可 测 空 间 ,F = CZ)... 为 其 上 的 子 o- 域 流 .对 
一 0 М. 
Fe = Nofe 1290, 
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X =\/,.„# = oe(U,.,#), t> 0. 

AME Ж =R, Fa = Z :一 个 流 F 称 为 右 连 续 的 ,如 果 对 
ST IO. = .元 BAF, = (X). 是 右 连 续 流 . 

取 值 于 Polish 2 [8] (Е, 2X Е)) ВЫХ = (X,),,o 称 为 F 
- 适应 的 ,如 果 对 每 个 : > 0, X, WF 可 测 的 . 令 

F'(X) = (4(X)),50,8(X) = o(X,,s < t),t > 0. 
F° ( X) Wig X WJ BRR. ER, X JE Р(Х) - 适应 的 .如 果 工 是 
F - 适应 的 , 则 对 每 个 上 > 0,2(X) CF. 

随机 过 程 X 称 为 可 测 过 程 , 如 果 作 为 (w,t) 的 函数 X, (o) 为 
Fx AR,) - 可 测 ; 称 工 为 循序 (可 测 ) 过 程 ,如 果 对 一 切 E R,, 
XPRF Ox [0,0] WF x .X[0,11) -可 测 . 显 然 ,循序 过 程 为 可 测 
且 适 应 的 ,但 逆 命 题 一 般 不 成 立 . 

定理 1 右 连 续 ( 左 连续 ) 适应 过 程 为 循序 过 程 . 

证 明 设 了 =(X,) 为 右 连 续 适 应 过 程 .对 每 个 给 定 的 1 SO, 
定义 Q x [0,t] 上 的 一 列 过 程 XC WT: 

XI” (a) = 


Xo (o) IE, o] "Е У) Хт" (о) Fia тал" л"), 
k=1 


s € [0,:].W X", > 1,393.Z x .2([0,:)) -可 测 , 且 在 Q x [0,1] 
FA lim X? (w) = X, (o) HRF Q x [0,2], X H A x 2 (10,11) - 
可 测 ,这 表明 X AGRA. X 为 左 连续 情形 证 明 类 似 . 
(0,.2 E—R,- 值 随机 变量 7 称 为 F - 停 时 ,车 对 每 个 1 = 0， 
[T < t] E Z.R Ту}. 
FZ = AEE: YEER Algi] EF 
Fr = У olAlt < TI: A€ ЄК, |. 
则 Z ,Z WH o - Ih. FAT - BJ o -A 称 为 严格 了 -前 
с — d. 
定理 2 B(X.) 为 一 循序 过 程 , 则 对 一 切 停 时 T, Xi pea) 为 
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F- 可 测 . 

证 明 ”由 于 对 每 个 :三 0,7 Л. CZ RN, ESQ) 80 
x [0,1], x A (10,1 1)) 中 的 可 测 映射 :w 一 (w,T(w) At) 00 х 
(0,t],A% x 2 (0,11) (E, 2 CE)) 中 的 可 测 映射 :ws) — X, (о) 
WEE H F- 可 测 的 . 

设 4 € ME), WWE t > 0, 

[Х.т] € AJ[T « |] = [ XrA, € АЛТ =< t] ex. 

X Хт) = lim Xp ni ren} МИ Xii тае) cs AME Хи ro} S 
A] € ZBI ХИ pee) WF 可 测 . 

设 U,V 为 Q 上 两 个 R, 值 函数 , 且 U < V.E X 

[U,V] = {(w,t) € Ox R, :Uw) < t < V(o)l, 

LU, VI = {(о,1) € Ox R, :U(o) e&t«V(o)l,:- 
HM, V =+ ов, [0, + e] = [U,+e].AURV EBL 
E, WKTU, VI ILU, УП, --- 为 随机 区 间 .[ УП MLV, УТ, 
称 为 V 的 图 . 

定义 1 Q x R, 上 的 全 体 右 连 左 极 适应 过 程 产生 的 o - 域 称 
为 可 选 о - 域 , 记 为 Ох R, 上 全 体 左 连续 适应 过 程 产生 的 о - 
域 称 为 可 料 с - 域 , 记 为 P 随机 过 程 称 为 可 选 的 (可 料 的 ) ,如 果 
它 是 AP - 可 测 的 . 

由 定理 1 可 知 ,可 选 过 程 与 可 料 过 程 都 为 循序 过 程 . 

# X = (Х,), 为 一 右 连 左 极 适应 过 程 , 则 左 极 限 过 程 X = 
(X,_) ,so 为 可 料 过 程 . 

定理 3 停 时 全 体 记 为 F 则 @G= oiT, [:T € Z| 

证 明 令 多 = (17, [ : T € Z) AW с ож AF) с 
@ АШИ. Cc 0(9). 

W(X,) 为 右 连 左 极 适应 过 程 . 往 证 (成 ) Wo (Z) - пр]. Axe 
є > 0, 令 T, = 0, 并 归纳 定义 (Ts ),. 如 下 : 

Tia = inflt:t > Т, (о), | Xe (5(9) - X(w) |> € 
> 434 ° 


或 1 Xx wylo) — X,(w) Iz el. (1) 
我 们 用 归纳 法 证 明 一 切 T7, 为 停 时 .注意 ,(1) 右边 集合 是 R, 中 对 
右 极限 封闭 的 集 , 从 而 对 任何 € R. ,我们 有 
[Wee sbe © єз]! Xr- X, 1 £] Ü 
[| Xz- X,- ЕТЕ аз]. (2) 
由 于 
U. Estas ul =U tries) = PLI, 
H (2) 得 
[Tins 1] = ЦТ: < 5](1 Xr- X, |> e) U 
[| Xe - X- |> ell = 
A, Ureq (ITs < rd хе x 1> e - D), 


ЖР О, = (QN [0,:]) U ti}. 假定 T; 为 停 时 ,由 上 式 得 [75. < 
t] € Z, Mati ТШДЕР. 

TACTA) EH TL (o) < o В, Ti (о) > Ti (o), 
此 外 | Xe Хе (o) Iz € RI Xx(w) - Xr(w) |> e. HF XC) 
在 (0, =) 上 左 极限 存在 且 有 穷 , 故 (7: (w)) 1 没有 有 穷 聚 点 ， 
MM TE lw) A + ©. 


Х = Di Xen ag: 
由 于 对 一 切 (€ [75 (о), Tz 9)), | Хе w (w) - X, | < e, ORE 
— 0 (0,1) € Ox R, ,# | X (o) - X (о) | < e, Mii 
limX; (w) = X,(w). 
但 易 证 Xd ey H o(7) - ВСН Z- 可 测 简单 函数 逼近 Xr)， 
MX Jo (Z) BW. Mitt X tB. (Z) np. 
定理 4 4^ 
Я = lAx10::A€ KI UIAx(s,t]0<58 < t, 
$,t€Q,,ACU,. XI, 
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£ =A xlo A ERKI U IA х [5,1):0 < s < t, 
st E QA € U,.,Z] 
G = {Ах OA € «1 И 5,е [:5 € Я, 
(и) = 006) = o(%) = PCC. 
证 明 首先 ,名 C 9 是 显然 的 , 故 c( 锅 ) CAA AWW 
个 左 连续 适应 过 程 (成 ) Ç 
XU = Ж, 


di:-o1 + Хы anat 
则 lim X,” = 总 . 易 见 ,对 每 个 m > 1,(X) g a (%) - np , 故 ， 
(X) ЖЖ, Pc ol R) ,从 而 a (Z) = Z 
其 次 , 设 A € .Z,r < s WH 
Ax(s,t] =U nA х [s + = + +), 
Ax [s,t) = 
Й Axl- l)G -r),¢- 222]. 
AKH, Z colh) Z colg) ШН (Я) = a(%) = 2 
RIA 0( B) CAE Co(B),(Ax(s,t] =k ul0«s «t, 
AEU, Z) WAH o (%) = Ф.А, НР POCR nii M c 
推论 1 i 7 为 一 停 时 ,在 [7 < 0] БЕХ flw) = (w,T(w)), 
则 
T'O = F N [T,o], 
РО = Z. ПГТ, е]. 
证 明 “我 们 只 证 第 二 式 , 第 一 式 的 证 明 类 似 . 设 4 € K, А] 
f'(Ax 101) = А17 = OIE Z ñ [T < =].i% S € FM 
f'o [) = [5 < T< e] € Z ñ [T < =]. 
HEMI (A c Z ПІТ < ©]. RZ,KAE Z, 
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MALT < x] = f'(A x R,) € f'(2@..i% A € FM 

(Ale < THET < ©] £g Ax (59) € f (2). 
A.A < =] c f(A x f iB]. 

推论 2 (1) Ту, URE пре CX), 

Xi pew) € F. LZ, GEAR £ € F,, MFE n He 
#2, (X,) AEF 20...) = Xpltree)- 

(2) £ 7 Jy — % EFIE, ДЕ RT EE (Х,), ХД...) € 
Fr .反之 , 若 实 值 随 机 变量 € Z , ТЕ прера, CX) ,使 
得 Е...) = Хит». 

证 明 fE[T < o] ES fw) = (w,T(w)), 则 对 任何 过 程 
(X), BUF[ T < œ], ХД...) 为 与 /复合 所 得 .由 推论 1 及 Doob 
可 测 性 定理 即 得 欲 证 之 结论 . 

上 述 结果 不 依赖 于 可 测 空间 上 赋予 的 概率 测度 .以 下 设 (Q， 
FP 为 一 给 定 概率 空间 . 

一 个 流 F = (FA) „о MAREN WR FZ 63 —9] P - SH 
ЖДЕ = (FA) „о MER MAE, ЕКЕ = (ZF), 满足 通常 
条 件 . 

定义 2 Q x R, 的 一 个 集 A 叫做 不 足 道 集 ( 关 于 概率 测度 
P) ,如果 A 在 Q 上 的 投影 х(Л) 是 已- 零 概 集 ( 不 要 求 r(A) E 
FARBER r(A) € F ). 一 个 过 程 外 叫做 不 足 道 过 程 ,如 果 集 合 
1(w,t):X,(w) > 0} 为 不 足 道 集 . 

两 个 过 程 = (X,), Y = (Y,) RA P - 无 区 别 ( 记 为 X = 
Y), WR! (о,1):Х, (о) 5 ¥,(w))| 为 己 - 不 足 道 集 , 我 们 将 两 个 
无 区 别 过 程 视 为 同一 过 程 . 

定理 5 j(Z) 完备 , 则 一 切 不 足 道 可 测 过 程 为 可 料 过 程 . 

证 明 ” 设 半 为 一 不 足 道 可 测 过 程 ,4 = |w: qe € R, 使 得 
X, = 01.0 P(A) = 0,H AE X. 

F= \Сх[1,ю):СЄ.#1Є К, |. 
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ÀBW.EH—zzx-35.Hs(7 = $x ЖК, ). 9—7, 
A = |Y € Zx К, ): Ик. 为 可 料 过 程 | ， 

则 对 一 切 H € Z. 1, € A. IR EE, WM Fx ACR, ) -可 
WEA .特别 地 ,X = Xie 为 可 料 过 程 . 

推论 3 (FA) 完备 . 令 和 与 了 为 两 个 无 区 别 的 可 测 过 程 . 若 
于 可 选 (可 料 ) , 则 工 亦 然 . 

证 明 ”注意 到 了 = Xiron + Yltxyn: 且 liry 5 lir- 9 
为 可 料 过 程 , 即 得 欲 证 之 结论 . 

定理 6 ECZ) 完备 . 则 一 切 右 连续 适应 过 程 为 可 选 过 程 . 

ЖЕЗ ” 设 X 为 一 右 连 续 适 应 过 程 .对 任何 < > 0, 以 oz dei 
足下 列 条 件 的 停 时 S 的 全 体 :存在 一 可 选 过 程 Y P ,使 得 

\(w,t):t € [0,S(w)), | X,(w) - Y? (9) |> el 

HAS EI. NL, BARS (AA 0 € 20) , 且 有 下 列 性 质 : 

(1) S,T € 45S V TEA; 

(2) S, € .4,n = 1,2,--- S, ^ SS € 4; 

(3) S € .MT 为 一 停 时 ,7 = S.a.s. ST € Z. 

由 定理 5 存在 T € .如 ,使 得 7 = ess sup Z. {ЕТ = + c a. 
s. 

А = {(w,t):t > Tlo), | X,(w) - Xy, (wv) |> el. 
A 为 循序 集 . 令 U 为 4 BEDS Н X BAERE AT VIC A.A 
此 , U 为 停 时 . 令 

和 Y” [no rg + Xrlīr, ut. 
WJ U € Z B. U > T, U = T.a.s..55—J m, h X WHE 
续 性 ,在 [U < ©] LAT < 0. 这 表明 7T = U = + a.s. H ZR 
(ш), + om € L.G X = Y^? JU x: Jgnxext f, Hilo, 
t): 1 X,(w) - Xo) 1> el ARERR Me, = 1,6 
Y= lim inf X, Y = Yles; 


WI YM AT BERLE, E X 与 了 无 区 别 , 由 推论 3,X 可 选 . 
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$4 离散 型 流 


定义 1 假设 

(i) CE). 为 一 离散 参数 流 ,名 = У; 

(i) c 为 非 负 随机 变量 ,(z, ) „о 为 一 列 严格 增加 的 非 负 随 机 
ПЕ (ВНЕ n 0, т, < Mor, < a), Н to = 0.7, Ат; 

(ii) 对 任意 nn > 1,r, H Z -可 测 . 

4 

F = Uz. CS П.Г = t < ul) UCR Nee ш) = 
(Аж. = ta z. D U (A. П [z = #1): 
A, € Zon > 0,4. € Zl. 

我 们 称 F = (F) о 为 离散 型 流 . 

定理 1 (1) F = C) 为 一 右 连续 流 . 

(2) Vn > 1,т, AF - Ё. 

(3) Же = % \ NI = Url FEA leet x nuu 
(2. [z < (D HPWH P - ЗЕ o- 域 , 则 F' 
= (41 为 .2 的 通常 化 . 

证 明 sc t, AEC FR 

À = (UP Alay = sex: DU Are s], 
其 中 ,4; € 4,A. € FM 


Ale, ж t< ed = (ША, = š < tin] Ü 
(At, eel) f) le uds «le 

= П [т„ < t< tel 

A[c < t] = 

(Оё? A,[z, = 5 < тьз.]) U Aalt < s]! n 
[rst] EZ П [== t]. 
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因此 ,A € FMM с IEF = Па Ak h (D Fa) 
- 可 测 , 则 对 一 切 1 
h = i» hP 
k=0 
AP ems € %€ .& h, = lim suphi” .对 每 个 w E[r 三 上 < 
Tin FEER n, 使 得 


1 
n > wn < t + — < th(w) = 


nate «7,41 т hz lent)» 


hi? (o) = hio). 
DAA, € R. 类似 地 ,对 w € [т < t), h(v) = hP (w) = 
helw), ha € Fo M 

hz Do lc eie + he Itz € 3. 
ИЖИ F = F,. 


对 一 切 nz 1.1 三 0, 有 
[5 =?) = 
(Оё. „Ге, = t< 711) U [т < t] € Z 


所 以 c, 为 停 时 . 
第 三 个 结论 是 显然 的 . 
定理 2 ABZ = | ,必须 且 只 需 对 每 个 n > 0, 有 
ZN (na = @] = Z; N [=, = е]. (1) 
iA ые e = V ie SEK с... 
充分 性 . 设 4E 多 .出 对 每 个 ， > 0 有 
А[т„ « t "M CUS. Un um £ < ili Ú 
(Alest) € Z c <. 
(我 们 顺便 得 到 多 cA) AE, An < 91€ Z .5—Jr, 


Als, = ©] = UA [ra < е, m]. (2) 


由 (1),4[r， = о ] = At alti = e ],А, € &., Bib AL ua « 
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o] € Z hk 
Al Tii < © Tk = о ] - 


Arl Eii < © ||т, = о | c x. 


HG) A Alr, = =] € Z, Ail A € Z ,% Cc. Gc 


必要 性 .对 :> 0R AC TA 
Ala = =] = KA < t < tal) U 
(Ar, = tDi[z; = ©],4, € €. 


故 
Altes: = ©] € [V [ha m], 
Bp 
F Nina = PLC ZA шы = =], 
从 而 


© less = ©] = Ning =] 
C nin, = @], 
这 表明 (1) 成 立 . 
推论 1 (О ХЕТ ag cx. (2) - Ж. 


> 


o6 . 


证 明 (1) 由 定理 证 明 得 到 . (2) H Z C. E сяс У 


得 . 


定理 3 HE T > 0 为 一 停 时 ,必须 且 只 需 对 每 个 n > 0, 


AR, € 多 使 得 
Three] = (А, tg, e ido 
或 等 价 地 ,下 列 任 一 条 件 成 立 : 
T«t,—R,- TAT > rz, =R, mU 
R, < mT = R, ЖК, = rT > Tano 
T < AR < ¿a= = R, 
TA тз = R.A sss 
证 明 ”容易 直接 验证 (3) ~ (7) 之 间 的 等 价 性 . 


(3) 


(4) 
(5) 
(6) 
(7) 


充分 性 .对 一 切 上 三 0, 有 
[T<] = ÜT < rie, < < mall U 
([T < llr < :]) = 
IÜ ([R, < i, < < ma DIU 
(T & #][=z < 2]), 
这 是 因为 在 [ т, = t< Tisi] Е 
T < t=T < т,л>Т = R, 
以 及 
R, < t=R, < та>, = T. 
BET[R, < t] € FRNA 
FP 
故 7 为 停 时 . 
必要 性 .对 一 切 n >= 0,1 二 0 及 4 E ZA 
Alt < t4] = 


BAL Si < mT tama (8) 

其 中 hi € 4$,k20,01;5,n.F, = [r < talr € Q, .H(8) 
存在 G, € Z ,使 得 

[T < r]F, = GF,. (9) 

EWC, r € Q.) 单调 增 .事实 上 , 当 < rit, A F, o FA 


G,F, = С,Е,Е, S [T < г]Е,Е, = 

[T-&£z]E e [T 2 p]; = GE. 
故 

[T e m]. = UOTE. 
如 必要 ,可 用 UU,_,6, 代替 C, .现在 定义 
R,(w) = inlr € Q,:w € GI. 
显然 ,R, > Oe > 0,[R < t] = U,.,G € 多 ,从 而 R, € 2. 
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FEE (6) I E. # (6) 不 成 立 ,T(w) 与 R. (о) 中 必 有 一 个 小 于 
rao) H Te) 4 R,(w). 这 时 我 们 可 取 < т, (о), Т(о) 
> t > RG) X К, (о) > t > 7T(w). 在 前 一 情形 , 取 r € Q, 使 
得 r < thw CG, Ww eg [T < тг]Е, {B w € GF,.xx55(9) F 
盾 . 在 后 一 情形 , 取 r € Q, 使 得 7T(w) < r < t e CG Mwg 
G,F,,fH o € [T < rjF,. 这 也 与 (9) 荫 盾 . 总 之 ,(6) 式 必 须 成 立 . 

定理 4 (1) 为 要 实 值 过 程 X = (X,t < 7) 为 可 选 过 程 ,必须 
HRERS n > OFF EME X" € x AR) RIX” €x 
x AR, ) ,使 得 


Х = Y X n. xot d ee (10) 


(2) 为 要 实 值 过 程 X = (X,,t < c) 为 可 料 过 程 ,必须 且 只 需 
对 每 个 n > 0 存在 过 程 XY” € % x @XR,) ВХ € Ф x 
BAR, ) ,使 得 
X = Жуй + > X? ny at X7 Ж ыл. (11) 
证 明 HT Rc РЧ ,充分 性 显然 往 证 必要 性 . 
(1) 由 单调 类 定理 ,只 需 对 式 = Irr eg 证 明 1) ,其 中 了 为 一 停 
时 . 设 R. € Yon > 10. 满足 定理 3 的 (4) X. 
X = irets 
Wx" €&Yx SR Y, H3E[ 2. <t <4 a] КУТ < tor, «t 
即 
ee = ЖЛ... C 
最 后 ,再 注意 到 Z c Z , 即 得 (10). 
(2) xDD. ИША X = uú 证 明 2), 其 中 了 7 为 一 停 
时 .现在 令 
x? == дов 1 - 
同样 地 ,我 们 有 X” € Z x AR,), НГ, <t < r, a] E, T < 
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t=R, < ANT < tT «tz r=, Т = R < t),ËBll 
Хр... = XI te 5 
最 后 ,再 注意 到 .无 co , 即 得 (11) X. 
定理 5 设 7 为 一 停 时 , 则 对 每 个 n 0, 有 
S (Y le x te za l] = ПТА = 6] €) 
AN lee Т]. = S, f) [= = Т]. (13) 
证 明 HT | c< RNA ПГ, = T) c %, E. 
Пека T < =a 1] C S П Га a? 2 tals 
另 一 方面 , 若 4 € F WAH ESE 
X= Ух. sd + XU pe ots 
n=0 
使 得 
lire) = Хтео)» 
XP ERLAR Elne BA, 
于 是 
Alr, = єл] = [XE = ine Petals CM 
其 中 R, € 5, 如 定理 3 中 所 确定 .由 于 [XR = 1] € R, Hia) X 
知 
了 
因此 (12) 式 成 立 .类 似 可 证 (13) 式 成 立 . 
推论 2 (1) 对 每 个 n 20,2 = 多 必须 且 内 
Z Пе е7 Ns =e). 
(2) 如 果 对 每 个 20,2. = RM 
5 = ©, М о(т,), nol. 
证 明 (1) 对 每 个 n 0,8 
Z (Min. < z] =< (l la, == < mal = 
3 |) Ez, жыл € mal 
TE 


FA Nfr < cd Nin = +z] = 
Z Пе] = 
< П [z = =] = BA [= = т], 
BAS = (= ПГ, < г) U (% tr, = rj). 这 就 证 明了 (1) 
成 立 . 
(2) MHP n > lm-i < тот, < MA, c Z. B 
Sa V o(t,) c... —Jrili, it A € Hl 


п-1 
ALt S т.) = ОА, Ге, ж < tis lA; c %,0 < k =a- Ic 


MAALE < JE ©. У a(r,) fti Z eS Viele). 


§5 补充 与 注 记 


Polish 空间 的 内 容 采 用 Cohn[ 1] 的 方式 叙述 ,但 一 般 的 Doob 
可 测 性 定理 取 自 于 Doob[ 1]. $ 1 的 其 余 内 容 来 自 何 声 武 、 汪 嘉 冈 
和 严 加 安 [1] . 

最 小 非 负 解 理论 的 系统 叙述 最 早 见 于 修 振 挺 和 郭 青峰 [1] . 
$ 2 采用 了 陈 木 法 [2] 的 方式 .后 者 适 于 状态 非 可 数 无 限 的 情形 . 
这 里 只 是 针对 本 书后 续 章 节 的 需要 作 了 取舍 . 

$ 3 的 内 容 全 部 取材 于 何 声 武 、 汪 嘉 交 和 严 加 安 [1]. 内 容 取 
舍 的 原则 是 后 续 章 节 的 需要 . 

离散 型 流 理论 亦 主要 来 自 于 何 声 武 、 汪 嘉 交 和 严 加 安 [1] .我 
们 对 离散 型 流 的 定义 作 了 些微 改动 ,因而 相关 结果 的 表述 亦 有 所 
不 同 .改动 离散 型 流 定 义 的 目的 是 为 了 适 于 一 般 跳跃 过 程 理论 的 
讨论 .这 里 , 若 r = sa.e 即 回 到 何 声 武 、 汪 嘉 风 和 严 加 安 [1] Brit: 
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$1 跳跃 过 程 的 定义 及 性 质 


定义 1 定义 于 样本 空间 (Q,. 委 已) 而 取 值 于 Polish Z(E, 
为 的 随机 过 程 Y= (X(1,0),0 t < r(o)) 称 为 跳跃 过 程 , 若 其 
轨道 为 [0,r) 上 的 右 连 左 极 的 阶梯 函数 且 在 [0,r(w)) 的 每 个 有 
限 闭 子 区 间 上 至 多 只 含有 限 多 个 跳跃 , 即 X 可 表示 为 


X = Хор + >) Xu... tO < t < z, (1) 
nal 
其 中 ， 
(i) тт; 


(ii) 对 每 个 n> 0,т„ < ют, < r, (WE: To = 0); 

(iii) MHP n 2 1,X, # X, ier, < o. 

事实 上 ,对 n > duc, 是 的 第 n 个 跳跃 时 : 

eS mis Sp, + X, bs kx. 
按 通常 的 办 法 ,通过 状态 空间 添加 一 个 孤立 点 人 A, 使 过 程 了 在 整 
个 R, 上 都 有 定义 : 
X (w) = А, ter(w). (2) 
回忆 自然 流 F(X) = (FIX)) о 的 定义 为 
FUX) = o(X,,s < t) = ois > 0),t sO. 
我 们 有 
. 446 . 


定理 1 (1) F(X) 为 离散 型 流 且 对 任意 的 1 = 0, 
(X) = 


Оо Nin = z naDU GE Ee 1), 
ИФ, = a( Xo), © = o(Xs 0,75 Ter X ) (ns 1), 
Soa Vile. 
(2) F(X) 为 右 连 续 流 ,t,n = 1,2,… Re A(X) - & 
ВУ. 
(3) 对 每 个 > 0, 
SX) = Fs 
Ss Fa V: oly) = (A a Xs a). 
(4) 对 每 个 F'(X) 停 时 T, 
S= o(X,.r.s € R,) = 
(US Tita =s Pe wa JU GR ñ Pe < TD. 
证 明 (1) 因为 在 [r, < T < tw] 上 ,对 所 有 s >= 048 X, 
= Xa. ,由 自然 流 的 定义 ,对 每 个 n > 0, 我 们 有 
NN] 
o(Xns s > 0) П [z, = t < ma] = 
aX. > 5 20) D n ee e tal. 
显然 ,对 每 个 n > 0,8 
о(Х,л. >s > 0) = o( Xo ys tists Teh А „+ Xy. 
因此 ,对 每 个 > 0, 
FLX) П Ге = te tei] = 
Bile ste 15 
其 次 ,因为 在 [rt < 1] 上 ,由 (1),(2) Bk, X, = X 对 任意 ; > 
0 成 立 . 故 有 
OX ves 0) = @( Xo, tis tu, X3.) 


V % = <. 
0 
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所 以 
FAX) П le < t] = a(X., 20) П [te = 
с(Х,л::5:2 0) П [те 1] = 0, П [е 10]. 
这 便 证 明了 F'CX) 为 离散 型 流 . 
(2) 由 (1) 及 定理 27.4.1 的 (1),(2) 即 得 Р(Х) 为 右 连 续 流 ， 
Н т,,п = 1,2,… 为 Р(Х) - £f. Н r, ^ c(n— o) A cJ 
为 F°(X) - 停 时 . 
(3) 注意 到 定义 1 中 的 条 件 (ii) MGi): X, 2 X, ier, < TR 
(2) 式 , 对 每 个 n > 0, 我 们 有 
Z [e = x] =; ise] 
因为 在 [t= r] EX, = X,, c, = т, (т> п). МІНИ 27.4. 
2 的 (1),(2) 即 得 结论 . 
(4) 因为 ,对 任 CE 5,4: = (X r € G),8ADn(T«De 
FUX),A € .Z% X) Hk 
с(Х,лтз ER) с FLX) (3) 
反 过 来 , 先 设 了 取 可 列 值 0< а < a, < < %. 则 ,对 任 4A € 
FAX) A 
A = U4 Ai =AN(T=a]€ 


SEX) = ARs 8), t= 12,7, 


亦 即 
#XX) ПІТ = а] 二 这 (下 55 <a) П ІТ = a]. 
而 
Xos e n) N EFS a] 
o(Xars € R.) П (7 = а], 
所 以 


FOR eae SC RA (4) 
综合 (3) ,(4) 两 式 即 得 结论 当 全 取 可 列 值 时 成 立 .一 般 地 , 令 
cd 


T, = > Fmt ere ar) + 9l... 
isli = 
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则 T, 是 可 列 值 的 , 且 T, Y T.A, FXX) c FLX) .由 前 面 所 证 ， 
FAX) = в(Х,лт,.5 € R,). 令 
О, = tw € 0; Xr (o) = X,(e),8 € [0,2 ]I 
SIRO, ^ AA X AAA OTH ERO) .我 们 有 
FAX) ПО, = e(X4r,s € R.) NA, 
所 以 
FLX) ПО (Жез RY (160; 
H k BESTE 3719 
FLX) C Kars € R,). (5) 

综合 (3) ,(5) 两 式 立 得 第 一 等 式 . 第 二 等 式 由 定理 27.4.5 立 得 . 

推论 1 ШИ Y, = (goes X. XX) kel. 
及 Y, = Хо. WUE F'(X) - 停 时 了 ,存在 一 列 函 数 ss ，…: 

s : Кх EX В, (=1,2,…)， 
使 得 
Tlise 1 = Gn (Yo) A т) Д5 
对 大 = 2,3,…， 
THe, Tes) = (Ctre + (X342) A v) Hg, те: 

证 明 ”由 定理 27.4.3, 对 每 个 F° (X) - 停 时 7, 存在 R, € 

Gn > 0, 使 得 
Tires.) = Ru. 
注意 到 多 = olXostis sta XX) (n > 1), = о(Х,), 
ШОЕ, 4) МОКЕ BF, AR") x #*)(Е > 1) JJ Polish Zi [8], H ZE 
FB 27.1.4 f£ fe np illl PR Re 
si:(R x BY, ARE") x A) 一 
(R,,AR,)) (k>1), 
使 得 
Тт al = СҮ) Ita, cr 
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或 等 价 地 ,存在 可 测 函数 s: CRT x E' BRE) x Z)(R.. 
UR, ))(k > 1), 1848 
Tires.) = Ls (Y) Anl 
Tli, eres) = (ta + &(Y14)) A n) fp, peter] 
XÍ k = 2,3,…, 成 立 . 
定理 2 ШЕШУ = (Y(t,w),t € R,) HEF F(X) 的 
可 料 过 程 且 为 零 初 值 一 致 可 积 款 , 则 Y(1,w) = 0a.s. 对 所 有 1 二 0 
成 立 . 
证 明 ”关于 停 时 s A ту, A n < t), ЛН Doob HEH, 
有 
Y(s A rw) = E(Y(t A rw) | Faz, )a.s. 
而 了 是 可 料 的 ,由 定理 27.4.4 知 ， 


Y = Үр + Yit Iy... + P ores 


Eh y, € YY" 8 % х AR, ) .于 是 ,存在 一 决定 性 ( 亦 即 非 随 
BL) 函数 Ф, (x,t) EEC >!) 上 有 了 (to) = ф,(Хо, 1). 
Aid F(Xy,t) = Р(т > £1 Xo), W 

ELY(t A 0,0) 1 = 


X 
Pi (Xos Ti Д. < = UT Xost) = 
FOL]. f Oo ЯРО, а), sa 


因此 ,在 [zt; > s] 上 ,有 


F(X,,t) 
9,(Xo,5) = = F(X, 9 O80 = 


тоху Ре REOS a). 
A a(t) = e Of D FOG D d, (0) = dFOG 7 FG 0. il 
上 式 等 价 于 
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z(t) — z(s) = | 0046, (uw) ,2(0) = 0, 
其 中 6, (Qu) 在 任何 区 间 [0,4](t < e(X,) : = infle: F(Xo,t) = 
01) 上 有 有 界 变 差 .由 Elliott[L 1] 895138 13.4 知 ,上 面积 分 方程 的 唯 
一 (局 部 有 界 ) 解 是 z(t1) = 0. 因 此 pi(Z,i) = 0,0 t < c. AUR 
c<o 且 PCX,c-)=0, 则 因为 Ri) =0,t > c,# Ф. (Х,, 
t) = 0 对 所 有 1 = 0 成 立 ; 如 果 c < © A P(r, = c | Xo) = F(X, 
c -) > 0, 则 关于 0,r 应 用 Doob 停 时 定理 ,并 注意 到 Ф, (Хо, 1) = 
0,t < c, RIA 0 = E[e,(X,,z,)I(z, = c) | X9] = OX, 
c) F(Xv,c -). At (с, X.) = 0, 综 上 也 就 证 明了 Y? = o, = 
0. 同 样 地 ,我 们 可 用 归纳 法 证 明 ,在 [r, , т KAY? = 0,k = 0, 


Te 


$2. 单 跳跃 过 程 及 其 鞭 


为 了 分 析 跳 路 过程 的 对 ,我 们 先 来 详细 研究 单 跳跃 情形 .一 般 
跳跃 过 程 可 分 解 为 单 跳跃 过 程 的 和 . 

单 跳跃 过 程 是 指 形 如 

X = Ход + Хо. „ет 
Ке. Н РСЕ, 2) 为 Polish 空间 ,不 妨 假 定 存 在 (Q,.F) 上 一 族 
概率 测度 已 ,zx € ЕДЕ: PERERA A € AL, x P, (A) H E- 
测 的 ;对 任意 的 x € E, 
P.(A) = P(AIX, = x), AERA. 

(参见 严 加 安 [1]) RC E.Z) 上 的 概率 测度 u, REXO, F) 
上 的 概率 测度 p: 


P) = | P.Cxdr). 


S .天 为 .天 关于 测度 P 的 完备 化 .定义 流 F = (A) ico: 
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Ze HF. i25 
其 中 AE) HE,EZ) 上 概率 测度 的 集合 . 令 
Eate Pole a t) a E ma Eet) = Ol 
因此 , Р, (т < с(х)) = 1. 我 们 分 如 下 三 种 情况 讨论 : 
情形 1:c(x) = ©; 
情形 2:c(x) < œ Н F(x,c-)20; 
ЈЕ 3:с(х) < © Н F(x,c -) > 0. 
这 里 F(x,c -) id F(x,t) Æ t = c WARP: F(x,c -) = 
limF (x,t). 
现在 我 们 再 考察 Е - 适应 一 致 可 积 著 .我 们 知道 任 一 - ја 
应 一 致 可 积 款 M = (M,,t € R,) 有 如 下 形式 : 
M, = E[M. |Z], t€ R. 
其 中 M. 为 可 积 Z- 可 测 随机 变量 . HERB AZ = % =: 
o(Xo,7,,X,). Fie, HÆ 27.1.4 A, FEET рК 六 满足 
М. = h(X%,7,,X,) R 
FE | hCXs vi X31) | < 99 
由 条 件 期 望 的 定义 ,一致 可 积 款 M, 有 如 下 具体 表达 式 
M, = E[h(X,,r,,X,) | Z] = (1) 


1 
Iis ih Xo ti Xi) * lis F( X,,t) x 


j. | PG 5 x) G(ds dx), (2) 


其 中 , G(di,dx) = P(r, € dt, Xi € dx | X) (c, X) KF X, 
的 条 件 分 布 . 

一 个 过 程 (4, ) KA F- ARA, 如 果 存 在 F - 停 时 增 列 
T, 4 eas. SEEM BT n, MP : = Mr 是 一 致 可 积 蒜 .而 (7 ) 称 
为 局 部 化 停 时 列 . 

我 们 称 一 个 数列 ( s, ) 为 尾 定 的 ,如 果 存 在 no 16194 n >= n, 
时 ,s。= sw КСЕ, E) 上 的 可 测 函 数列 ( s.) REAP), 
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(i) Os s(x)^c(x), x€ E; 
(Gi) HEN x E€ (x: F(x,c(x) -) > 0), 序 列 (s,(x)),si 是 
尾 定 的 . 
定理 1 Ü M = (M,) tio 是 一 F -局 部 鞭 . 则 
(1) M, = Ming a-s.. 
(2) FEE, 8) 上 具 性 质 (P) 的 可 测 函 数列 (s,),。 使 得 
(Ma, схо) (п > 1) 为 一 致 可 积 蒜 . 
证 明 (1) 注意 到 (1) 式 , 任何 一 致 可 积 款 M 满足 :M，= 
M a.s. РАШ, MARC T, ) „1 为 局 部 化 停 时 列 . 则 
M, = lim Mar, = lim Mir, An = LEE 
(2) WCT,),. Ж F ЈА M УИИН] Т, mun. 
对 某 上 成 立 , 则 由 (1) 有 
Minn, = Mana = Mine, = Ma.s., 
因而 ,WM 为 一 致 可 积 蒜 .假设 对 所 有 大 > 1 有 PCT, < т) > 0. 由 
推论 1.1 FECE, E) 上 可 测 函 数列 (s ),。, ,使 得 
T, A wí = ОХУ Л zr sty) A eCXS) Me (Xo), 
ALA T, ®.%® 
А = (F(X5,c(X5) -) > O:8’,(X) < c(X) < ©, V nz 1). 
# P(A) > 0, 则 P(4[r = с(Х,) ]) > 0, HfE A e, = e(X,)] Е, 
T, = s (X,) MAPA k R. TERE T, ^ ©а.з., RITE P(A) = 
0. 从 而 ,s, (X) := 5, (Х,) A c(X)5 c(X,),P - as. HÆ 
(F(Xo,c(X4,) -) > 0,с(Х,) < €) Е(з,(Х,)),.. ,必定 的 .又 
H 1) 有 
Mar = MAT An = Mins (x An Лех) z 
M,A, As - M, P - a.s. 
PAE M, e) A k A— Bo BUR, 
推论 1 (1) 在 情形 1 和 2, M AFP, Ж[0,с(х)) ЕА (х 
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€ E). 
(2) 在 情形 3, M XT P, J&— SR] (х € E). 
WEAR (1) 注意 到 定理 的 (2) K Р, (s. (X) = з„(х),п > 1) = 1 
FAM, as ta) 关于 P, ABO AR Hs, (х) А с(х) 即 得 (1). 
(2) 在 情形 3, 进一步 由 (s, (x)) 是 尾 定 的 有 , (Marca) 关于 
P, 为 一 致 可 积 靳 .再 由 定理 的 (1)， 
M, = Mins, = Mrs nets) = Мл» Ps – a.s.. 
所 以 ,M XT P, ж (х € E). 
现在 ,我 们 引入 与 跳跃 过 程 xX 相关 的 点 过 程 族 . 设 A € FX 
iE t 三 0, 令 
p(t,A) := laser lox en 
aif dF (Xo,s) 
(0,7, At] F(Xo,s -)' 
q(t,A) :2 p(t,A) - p(1,A). 
其 中 F'(X;,s) = P(r, > s,X, € Á | X). 
定理 2 ”对 每 个 4 € Ep, A) 是 唯一 的 可 料 过 程 使 得 过 程 
t q(t,A) Jë— Е - M. 
WEB] ЮНА 27.4.6, p (1, A) MIRAE K < 1, 注 
意 到 当 s > т, Wy p(t,A) - p(s,A) = 0, 直 接 计算 得 ， 
E(p(t,A) - p(s,A) 1.2) = 


p(t,A) : 


l 
Ics] E, (Rs) - FG). 


另 一 方面 ， 
E[p(t,A) - p(s,A) 1.Z] = 
F( Xo, t) 1 

hia Real Ma o|) + 


l 1 
Falealea FOX; , dF (Хо, u)dF'(Xo,r)}. 


交换 大 括号 内 积分 顺序 ,上 式 右 端 第 二 项 为 
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x. dF(X,, r)dF'(X,,u) = 


FG JE 


xi FX 2j FO 0) 


F(X; u -))dF (Xo, u) = 


F( Xost) 
F(Xo,s)J 6.0 FULL. PF su) * 


FO (Fo - fot © Ames 


因此 ， 
E[p(t,A) - p(s,A) 1.Z] = Elp(t,A) - p(s,A) | Z]. 
这 便 证 明了 q(1,A) = p(t,A) - pCGr A) 是 蒜 . 再 由 定理 2.1.4 
NL fB g(t, A) 成 为 蒜 的 可 料 过 程 是 唯一 的 . 
我 们 称 p(t,4) H p(t, A) 的 可 料 对 偶 投 影 (或 补偿 子 ) . 
PLE FR RE MAF BE q(1, A) 的 随机 积分 .首先 , 令 
(0,32 = (Q x В, х E,&% x AR,) x 2. 
定义 由 p(t, A) 生成 的 随机 测度 
pt, dx) : 三 c. xp (dt dx) Д, сәр» 
亦 见 
GO, c] x À) = Qc. ([0, 0] x A) = p(t,A). 
对 任意 可 测 函 数 g: (0,27) = (R,ACR)), HEM 
|, „ан : = fy e) a(ar,az) = g(r,,X,) 


(约定 ,g(%， +) = g(-,A) = 0) .引入 记号 
| £ | LG) 1 = 
Еј, А | g(t,x) | e(de,dx) = El g(r,,X,) 1, 
Li (dz) = lg : (0,7) — (R, AR)) : | g || L (de) < ©}, 


E” (dp) = 
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а: gher) € Ly (du) 对 某 停 时 增 列 Т, ^ оса. ѕ. rl. 
类 似 地 定义 由 p(1,4) 生成 的 随机 测度 v: 
v({0,t] x A) := 


| 1 
| l inen F(Xo,s 23€ s ,dx) E 


其 中 , G(dt,dx) = P(r, € dt, X, € dx | X) Alr X) XT | 
的 条 件 分 布 . 易 见 ， 

v((0,1] x A) = p(t,A). 
对 可 测 函数 z : (0,2) = (R,.AR)), 


| gdv :三 
R xE 
l 
W 2 toes FX, 5) 064s de) 
(同样 约定 :g(m,.) = g(-,A) = 0). 记 
а ll „ч = Е 1 g(t,x) | v(dt,dx), 
R xE 
L,(dv) = 
|z: (0,2)— (R,XR)) : 1211 na) < © I, 
L” (dv) = 
lg : lucri € L (dv) 对 某 停 时 增 列 T, 个 ma.s. 成 立 | . 
同样 地 ,可 定义 | дас, | g l cacy (46) X Dr (46). 
定理 3 L| (du) = L, (dv) = L, (dG); L (dp) = LP (dy) = 
Ze(dC) ,而 且 对 任 可 测 函 数 z: (0,27) = (R, Z(R)), 
| £ | LG) 7 | [4 | LO) 7 | £ | L (dG) + (2) 
证 明 “我们 只 需 证 明 (2) 式 成 立 , 事 实 上 
| 8 | ц) = E[E;, D or | g(s,x) | les x 


l 
FOX. | 2) ods dx) 1] = 
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Е El adn Tasa | gs,x) Ix 
l У ¢ 3 2 = 
F(X, s dF Ufo 0 G(ds .dx) = 
1 
-到 。， lekea) aa 
L Tec dF (Xost) G(ds,dx) = 


E| 1 g(s,x) | Gs dx) = Well nao. 
R xE 


其 次 ， 
аас = e| , | g(s,x) | G( ds, dx) = 
ЕГЕ, | g(7,%,) I] = 
El gn,X)) 12 lla. 
定理 4 
L (dG) = 
lg:(Q,27)— (R,. X R)) :f£TECE,4) 上 的 具 性 质 (P) 
RF s... 18518 glues yl € L,(dG)} . (3) 


证 明 gE LAG). (Т, ), о AUS (E DNE ЯП]. 3:40] 
于 定理 1 的 证 明 ,存在 具 性 质 (P) 的 可 测 函 数列 (s, ) ,使 得 
Tg m = ЗСК) A SRI. 
于 是 


B. | g(s,x) | lcs (dG = 
E| g(r Xi) | Iss o = 

E (5X = 

EI gtis X) | Irina. 
El g(t,X) 1 Дует] = 
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Еј, , Vas) 1 B. dG < е. (4) 

所 以 ,g 属于 (3) 式 右 端 . 

反 过 来 ,如 果 g 属于 (3) 式 右 端 .我 们 定义 停 时 列 (7 ) „о: 

$(X)), A c(X%) = ә; 
pr ders * Шү es xl # с(Х,) < o. 

则 T, ^ e P —a.s.H/fi T, Лт = 5,(Х,) 人 Fi. 逆转 上 面 (4) 式 
Xd g € L(d6). 

АНЕ z € Lr (46) ,我 们 来 定义 过 程 (M? св : 


мї:= | Tasag(s,z)d(a - v) = 


|, dee Gd 一 | окова). 
由 上 式 右 端 两 积分 的 定义 ,进一步 有 
Mt = gni Ху) »‹\] + 
1 
NEMO FX, 2) € (d5:d2). (5) 


类 似 于 定理 2, 通 过 直接 计算 容易 证 明 如 下 结果 . 

定理 5 对 每 个 g € Ldu), (ME) o ERR. MET z € 
Lr (dp) (MP) о EER. 

现在 我 们 再 来 考虑 一 致 可 积 款 (M, ). 由 (1) 式 ,如 果 M. = 0a.s.， 
则 由 上 式 (注意 到 т, > 0 a.s.) 有 


| Б адаб 0, 
(0. = ]x E 
等 价 地 ， 
| КО, азада + | RS 2, ede = d. 
(0. :]x E (tœ |хЕ 
于 是 满足 M, = 0 a.s. 的 一 致 可 积 款 (M ) 有 如 下 形式 : 
三 和 YGcal. „haC. (6) 
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我 们 的 目的 是 寻求 被 积 函数 g 使 得 M，= ME 对 所 有 1 成 立 . 
为 了 考察 g 的 形式 , 先 来 看 一 个 特例 . 
B) IRE = R HitG(ds,dx) AWIE p, E 
G(ds,dx) = ¢(w,s,x)dsdx. 
于 是 由 (5) 式 ,对 g € Ly (du) 有 
M; = Hussain. X) - 


b FOL yi Ys, x) drds) + 


а, FO Es) Gls x)deds. 
如 果 М, 是 一 个 蒜 , 即 
1 
M, = Ins h(t, X) = П.) FO E 

WI CHEM, = МЕН L...) 的 系数 相同 , 即 

h(t,x) = 

> 1 

e(t,x) =| f. FX, S98 39 G.x)dxds. (7) 

XE X g(t) = g(t,x) -hh(1,x)( 注 意 , 右 端 第 二 式 表明 它 不 依赖 于 


x) He 
ee J jean vC т [ов (sz) dr. 
则 由 (7) 有 
y(t) = 
an Fa + hs x)) gs x)dxds = 


‚кул +f aggre. 


因此 ,7(:) 满足 线性 常 微分 方程 
d 
aC = 
. 459 - 


SU) 
F( Xy; t 


而 这 个 方程 有 唯一 解 
了 = [ew] Р du) FGyY Gs - 


yq) + FOL (O00) «bi 


其 中 后 一 等 式 来 自 这 样 的 事实 :f(s) = - SFO .这 表明 
g(t,x) = 
h(t,x) + FAD | gh Goods. 
容易 验证 ,对 如 此 选择 的 g M, = М“. 
一 般 地 ,我 们 有 如 下 结果 
定理 6 М=(М,) F Jan Н. M, = 0 必须 而 且 只 需 存 
在 g € Li" (dy) 18 M, = М, € R.. 
WEB] ”我 们 已 经 证 明了 ,对 任意 g € Lr (dp), Mi 是 一 局 部 
V. DK БИМ = (M,) H F - АН Mo = 0. 由 定理 1 的 
2), fr YE (Е,&) 上 具 性 质 (P) 的 可 测 函 数列 (s,),。 使 得 ， 
(Mrs cx) Сп = 1) Ў EA 4 
Lla) i: inf(t: F(%,t) < Yn), nol; 
(m= 7 Ae) AS mae L. 
容易 验证 , nj Ml sq ЖЯ] (s,),., АФЖ (P), AERA 
(ss pie (n > 1) HERR. 因此 , 对 满足 F| I 
П.а < (п > 1) AERA (6) 式 成 立 . 考 虑 由 下 式 给 
出 的 函数 g: 
g(t.z) += 
h(t,z) + Icy sal. AG») 6(ds, dz). 
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我 们 可 通过 直接 计算 验证 M, = MS, AMER n >l, 


| | g | Fives ix „4б = 
К ХЕ oF 


“R xE 


ГА | West dG ~ 

,xk Ag 

| aay? | | hidGdF(t) < 
F(t) Via UO (0.1 I 


(1+ ШЕ | h | Дш e dG. 
注意 到 定理 4 及 定理 3, 便 证 明了 gE Lr (dp). 
ЖІ ЧОО ЕНН R = c(Xo) 由 有 限 多 个 随机 变量 生 
成 的 5 - BR 区 取代 , 则 只 需 作 简明 的 相应 修改 ,本 节 所 有 结果 均 成 


立 .而 且 主要 结果 定理 6 的 表达 ,除了 被 积 函 数 g 的 明显 修正 外 ， 
没有 变化 . 


$3 ”一般 跳跃 过 程 的 局 部 拷 表 示 
对 §1 中 定义 的 一 般 跳跃 过 程 , 我 们 定义 相关 的 点 过 程 族 


GG. A) uVosaex: 


pt, A) = Pilu, linei t 
i - 


4 
G,(dt,dx) = 
Ps € dt, X, € 0х1), nzO, 
F,.(u)  G,((u, + e], E), nz0. 
LẸ 
pA) = EL Fwy old) + 


! 
ын Tl td LLL 


p(t,A) = 
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a) NON | F. qu eldu; А). = = t. 


由 定理 27.4.4 的 2) mE 1,А)), о 为 可 料 过 程 . 
定理 1 对 任意 的 4 € EFS 
q(t,A) = p(t,A) - p(t,A), 
则 对 每 个 固定 的 nA ,过程 g(t A r, A) A—BR, INK p(t, A) 为 
p(t, A) 的 可 料 对 偶 投影 . 
证 明 ”类似 于 定理 2.2, 可 通过 直接 计算 证 明 . 
PF RTE LK FE g(t, A) 的 随机 积分 . 设 


glw, bx) = Dalo, t x) I «tec, 4l. (1) 
JP g: (On Z) > (R, .AR)) 为 可 测 函 数 ， 而 - 
(0,.%) = 


(Ох В, х Е, Z x.MR,)xE)) (nz0). x 
再 由 27.4.6 知 , 对 固定 的 x, (m (m t x)),.o 为 可 料 过 程 . 记 由 
p(t,A) 及 p(t,4) 生成 的 随机 测度 分 别 为 yy 及 vy: : 
ult, dx) = Fe ae 


v(dr,dz) = У) pqr- б.а), сш, и. 
АРК, н,» 满足 :对 任意 的 1 E R,,A € Z, 
p((0,t] x A) = p(1,A),v((0,1] x A) = p(t,A). Ў ed 
我 们 定义 形 如 (1) 式 的 被 积 函数 g KF uv 的 随机 积分 如 下 ， i 
|， Е Бы | 


У)а(о,т,,Х,) = Mg, (wr, X), 
п=1 


| gdy := 
“R xE 


ef a Ж ТА 
NIS Е, (t 2) 609,9), «а a. 


1.09), Li (da) 的 定义 与 上 节 相 同 ,除了 局 部 化 停 时 列 T, ^ c ifj 
不 是 oe .例如 ,LY (dp) 为 满足 如 下 条 件 的 可 测 函 数 к: (0, 一 
(R,AR)) 的 集合 : 
(i) 对 任意 的 x € Е,д(-,.,х) 为 可 料 过 程 ; 
(ü) 存在 局 部 化 停 时 列 | T. |: T, 人工, 使 得 对 每 个 n 有 
ej, | | Iueridp < e. 
其 中 (0,F) = (Q x К, х EZ x AR,) x Z). 
定义 1 称 过 程 (MM,),,o 为 + -前 局 部 蒜 ; 如 果 存 在 局 部 化 停 
时 列 T, : T, 个 = 使 得 对 每 个 n. Mr BOR. 
(М, ), 为 一 致 可 积 款 . 则 M, = ELM, |.#]( 0) 对 某 
M. € F. 成 立 .由 定理 1 知 ,天 = V ,Z 。 因 此， 
М. = limM, = 
limE[ M. 1.5 ] = ELM. | Za] = Ma. (2) 
PAG, REA] Г М,) 0 AM, = Mit > 0, HE c Hb 
左 连续 . 
定理 2 WECM, ),.0 NSPE c -前 局 部 靳 的 充分 必要 条 件 
是 对 所 有 1 0, М, = ME 对 某 g € Lih (du) 成 立 ,其 中 


М* = |, pliner (ws 52) d( y -v)= 
| Ici 8lw,s,x)dp 一 
R xE 


| Ley glw.s,x)dv, t>0. 
kR xE 


证 明 ” 先 证 充分 性 , 取 T, = a, A 5, 其 中 为 g 的 局 部 化 列 ， 
BUSH" n, gliesa) € Li dp) .通过 直接 计算 可 证 ,(W% т.) DU 
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H Mirr, = EL M+ Fnr 1A, (Mi, т, ),>o ABT AR. 
往 证 必要 性 .首先 ,假设 (MM) 29 — Sen] ERR tet, COM) 有 如 
TEX: 
М; = My, + Sr, celi Nx (3) 


d +-1* 
z2 


BOL, Ht < c,(3) 为 恒等式 . ai t > r HF, (3) 的 右 端 等 于 
lim M. = M. :而 由 (2) 式 ,此 时 ,M，= M. . 故 当 :上 > t+ 时 (3) 式 
亦 成 立 .定义 

Xt = (Mang - M. tee, pt 0. 
WX! ERF RAAZ = Fine ye, =F У s| Xs. tere 
sx 01,0020), I9 — SUI BUR. TE, EET BK А, : (Ох R. x 
E, x XR, ) x A)  (R,JXR)) fif xt" = ЕГА, (wst X, ) 
PER 

因为 EE IX," |< © ,我 们 有 
E. WAEREA EA 


И 吉 果 (定理 2 及 注 2.1) ,存在 可 测 函 数 а: (О x 
К.х Е, х AR.) x E) > (R,AR)) .使 得 
> = |,. loe elas x) dtp, - w), 
Ж, (dt,dx) = bia x, (dt, Ях). enjoy (dt dx) = C, (аг, 
Ax) Th. <s Ml 
gi o tz) = 
hilw,t,z) + 1 Fal h,GCds,dx) (4) 
š Е ech nt FL Сар ^ T | 


于 是 ,车 令 


g(w.s.x) = M iis Sn) 


14. 


" 
LE ed tg 
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则 对 每 个 1 0,48 M, = MË. 
往 证 z€ Li (du) .对 每 ^ n > 1,4 


T.(w) = inflt > 0:F,,(t) < a: 


AW, T, = r, a.s. HJ Sr 可 测 ,从 而 Т 为 停 时 .参见 定理 2. 
6 的 证 明 ,并 注意 到 (4) 式 , 有 


E| Tuer) | £ | dy, = 
R xE 
| 
E[ (1 + Fa (TD) TEL IL 


(14 пәк], ТА 14б < =. (5) 
WELT, = c A PHP j :- minik: T, < т, |Т, 为 停 时 , 且 
AT ë т) P(ULT, < r,]) < m - a) 


于 是 , >) P(T, < c,) < ©. H Borel — Cantelli 5| #23748 P(liminf 
[T, >t, ]) = 1 所 以 了 A т, ^ ra.s.. BEAR A 


Ive: уди = 
|е д 


| gini, X1) |+ PE 十 | AE. КУ. ss ae a [> 
H(5) 式 


Е талт 
R ХЕ # a 


5E. feeds | g; | dz, < 9. 


因为 c, A T, Ае, ЗЕТ z € L” (dp). 
最 后 , # (М) 为 + - MS ABB, 则 存在 局 部 化 停 时 列 
S, 人 + 使 得 ,对 每 个 n, (Mans ) о 为 一 致 可 积 蒜 , 则 с, Л 5, Л 
T, (^ c) 即 为 新 的 局 部 化 停 时 列 且 使 得 ,对 每 个 n 
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"As 
JR xE „н... лы. 


从 而 ,g € LY (dye) ,这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

注意 到 任 一 局 部 款 必 为 c - 前 局 部 款 (r = ca.s. 时 ,r -前 
局 部 款 即 为 局 部 款 ) ,我 们 有 如 下 推论 . 

推论 1 EOM) 为 局 部 蒜 . 则 存在 g € LI (dy) 使 得 ， 


M, - М» = | slidg(w,s,x)d(p =e 


§4 ”补充 与 注 记 


本 章 内 容 大 部 取 自 Davis 1] (参见 Davis[ 4, Appendix ]) .相关 
的 研究 可 参见 Boel, Varaiya & Wong[ 1], Chou & Meyer[ 1], Jacod 
[1].Chou & Meyer[ 1] 仅 对 特殊 的 点 过 程 (所 有 跃 度 均 为 1 的 实 值 
跳跃 过 程 ) 证 明了 类 似 的 结果 . Borel, Varaiya & Wong[ 1] 假 定 了 基 
本 过 程 的 跳跃 时 刻 是 完全 不 可 及 时 (totally inaccessible stopping 
time) А. c ә. Jacod[1] 的 结果 与 Davis[1] 更 接近 ,但 证 明 主要 是 
应 用 正 拷 的 指数 公式 与 Radon - Nikodym 定理 . 

§ 1 结果 的 证 明 由 于 27 章 的 离散 型 流 理论 而 得 以 简化 . 

由 于 我 们 放弃 了 初始 分 布 集中 于 一 个 状态 的 限制 ,8$ 2 关于 
单 跳 牙 过 程 及 其 款 的 结果 的 表述 较 Davis[4] 更 一 般 且 便于 应 用 . 
例如 定理 2.1 的 2) 与 定理 2.4, 通 过 引进 “具有 性 质 (P) 的 序列 "的 
概念 ,使 结果 的 表达 更 深刻 .其 次 ,定理 2.6 的 证 明 是 新 的 . 

本 章 主要 结果 定理 3.2 由 刘 国 欣 得 到 .本 定理 的 充分 性 部 分 
为 Davis| 1] 的 命题 7; Davis[ 1] 的 主要 结果 定理 2 为 本 定理 的 推论 
(推论 3. 1) .或 许 正 是 由 于 没有 定理 3.1, Davis[2,4] 在 他 的 PDP 
(piecewise deterministic process) 的 广义 生成 算 子 理论 中 限定 所 论 过 
程 的 正则 性 ( 亦 即 t= %a.s.), 而 没有 如 Davis[1] 讨 论 跳跃 过 程 及 
其 靳 那样 一 般 化 . 
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